Filtres actifs

Références: Paul Bildstein, Filtres actifs

1 Généralités et définitions

Objectifs du cours : apprendre a calculer des filtres actifs avec une structure de type "contre-
réaction multiple”.

1.1 Définitions, notations

Fonction de transfert de filtre : H(S), H(f), avec :

WO
Wo:  pulsation de référence
S: variable de Laplace
S: variable de Laplace normée

En régime harmonique, s=jw, donc :

S w f
S =X = =W @)
WO WO fO

fo:  fréguence de référence
W:  pulsation (ou fréquence) normée

Exemple : Filtre passe-bas du premier ordre.

H(f):_; (t : constante de temps)
1+ jx2pft
1 1 ]
H(f)= (f,=—— : fréquence de coupure -3 dB)
1+ )»x— 2pt
fO
1
H =
W) 1+ AW

1.2 Fonctions de transfert
Toute fonction de transfert al'allure suivante :

A L, W ~ -7
N(S)_kyogs +q2| )S+W2 )O(S ZI)

D(s)

H(s)= 3)

f)a%“\;v"' s +W *O(s p)
pi
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Les pbles (valeurs de s pour lesquelles D(s) sannule) et les zéros (valeurs de s pour lesquelles
N(s) sannule) peuvent étre réels ou complexes.

Sils sont complexes, aorsils sont conjugués deux a deux, puisque les coefficients des
polyndmes définis par (3) sont réels. En d'autres termes, si P1 est un pole de H(s), alors P1” en
est un également.

L es pdles doivent absolument avoir une partie réelle négative, sans quoi la fonction de
transfert est instable. Cela signifie que les pdles doivent se situer dans le demi-plan de
Laplace "de gauche" (Re(s)<0) (voir Figure 1).

Il est préférable que les zéros se situent également dans le demi-plan de Laplace de gauche
pour que la phase de H(s) reste minimale.

Les éléments wy; et gy Se définissent de la maniére suivante (les @éments wyi et g, Se
définissent de maniere strictement identique) :

AW

P1 jws

P1*

Figurel

W=

w 1 (4)

p

“2xd, 2c0s(@)

Y

L'ordre n d'un filtre est donné par son nombre de pbles. S n est impair, dorsil existe au
moins un pble défini uniquement par sa partie réelle —ds et sans conjugué complexe. Ce type
de pble géneére une cellule de premier ordre (voir §81.3).

1.3 Types de facteurs
Les deux types de facteurs nécessaires a la réalisation d'un filtre d'ordre n sont les suivarts :

K 1+a,:s

® celule du premier ordre (1 pole réd)
1+a,>s

AT 3 st D, s
1+a,>s+ b, s

® cellule du deuxiéme ordre (2 pbles conjugués)
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Filtre complet :
1 Cellulel Cellule2 Celue3d [
kl>1E +anl>8+h11>§2 K, xl+anz >S"'bnz>SZ K )1( e >s+bn3><52
1+, s+h, ¢ 1+, s+h, ¢ 1+g,,58+0,, €
Figure2

Lamise en cascade des cellules donnera le produit des différentes fonctions de transfert s
I'entrée d'une cellule ne perturbe pas la cellule précédente. Autrement dit si les cellules ont de
grandes impédances d'entrée et de faibles impédances de sortie, ce qui est le cas avec des
cellules actives utilisant des amplificateurs opérationnels ou des circuits a capacitées
commutées.

Dans la conception d'un filtre a plusieurs cascades, |a répartition des gainsk,,, =k, *,... doit

étre faite de maniére trés soigneuse, afin d'éviter toute saturation de I'ampli sur I'une des
cellules (voir également le §3.1 page 42).

Une cellule du premier ordre est réalisée par un pole réel, et une cellule du second ordre est
réalisée en regroupant deux pdles conjugués (et éventuellement aussi deux z€ros conjugues).
Par exemple, pour une cellule de type passe-bas ne comportant pas de zéros (N(s) = K), on
cacule :

* * 2
Ky-pl y-pl: pr1>p1 —_ K%pl| - KANﬁ (5)
S-p S-p S (BRSO $- 2Re(p)sHRL @4 W sy
dp P

On aadmisici un gain K lorsque s=0, ce qui est une situation typique pour une cellule passe-
bas sans zéro.

La démonstration de (5) est identique si la cellule comporte des zéros (N(s) * K). LaFigure 3
montre comment regrouper les pdles pour décomposer une fonction de transfert en cellules de
premier et second ordres. A noter que deux zéros ont été intégrés ala cellule de second ordre
dedroite.

Ajw
Cellules 2™ ordre
Cellule I¥ ordre Pl e
P2 - Z1 -
>
© d
p2x = 1%
P1*
Figure3
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1.4 Fonctions de transfert pour un filtre

Lefiltre est amené aremplir certaines exigences, par exemple :

Bonne réponse indicielle (aussi carrée que possible).

- Peu de distorsion d'amplitude dans la bande passante.

- Peu de distorsion de phase dans |a bande passante.

Affaiblissement aussi brutal que possible apres la fréquence de coupure.

Malheureusement toutes ces conditions ne peuvent pas étre remplies en méme temps.
Différents types ont été calculés et optimisés pour certaines conditions seulement.

Types Critéres (voir figuresen annexe)

Amortissement critiqgue | Réponse indicielle assez carrée sans dépassement.

Bessel Réponse indicielle optimale (petit dépassement, distorsion de phase
minimale).

Butterworth Réponse en amplitude plate jusgu'a la fréquence de coupure.

Tchebycheff Mellleur affaiblissement apres la coupure, 1éger 'rippel’ dans la bande
passante. La distorsion de phase est plus forte que pour les types
précédents.

Elliptique Affaiblissement maximal apres la coupure, au prix d'une distorsion de
phase plus forte.

Tableau 1

1.5 Conception d'un filtre passe-bas

On définit le filtre passe-bas par son affaiblissement. Le résultat, illustré par la Figure 4, est
donné par un gabarit.

AW A

Timbre

Matrice Amin

\ 4

~\AA

W W
Figure4

W Pulsation normée de coupure.

W, Pulsation normée de réjection.

Amax  Définit I'affaiblissement maximal dans la bande passante.
Amin  Définit I'affaiblissement minimal dans la bande de réjection.
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1.5.1 Filtre a amortissement critique
Lefiltre est congu uniquement avec des cellules de premier ordre. Sa fonction de transfert est
de laforme (voir la définition de S majuscule en (2)) :

_ 1
|_I(S)_(1+ a,S){l+a,9)x.{1+a, xS

(6)
On voit que les filtres & amortissement critique n'ont pas de zéros.

1.5.1.1 Dimensionnement du filtre a amortissement critique

En combinant (2) et (6), et en admettant que les facteurs a sont tous identiques, on trouve
pour la réponse en anplitude :

1

H =
| (\M| «/1+a12xvv2x\/]_+a§>€\/\/2x...x\/l+aﬁx\/\/2
. ) (7)
|H(V\b|: - N N
WiraZ | (L+azme)z

Pour avoir —3dB a S=jW=j, il faut que :

a,=a,=..=a,=a=/¥2-1 8)

Chercher analytiquement |'ordre N du filtre par rapport aux conditions Anin €t W; (voir Figure
4) donne une équation transcendante pour N :

105N xog(1+ [¥2 - 1|2 )3 A, ©)

Il faut essayer plusieurs valeurs de N successives.
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1.5.1.2 Exemple

On veut un filtre passe-bas, qui nous donne une fréquence de coupure fsgs a 1 kHz, et qui ait
un affaiblissement de 30 dB a5 kHz. Par approximations successives, on trouve N=4.

On trouve a=0.435. LaFigure 5 nous montre la réponse en amplitude Hgs(f) d'un tel filtre.

Dadb(f)

1000 2000 3000 4000 5000
fmin f fmax

Figure5b

On voit que la fréguence de coupure 34z est bien située a 1 kHz comme désiré.

LaFigure 6 nous montre la réponse en phase dans la bande passante.

0 200 400 600 800 1000
fmin f fo

Figure 6
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LaFigure 7 nous montre la réponse indicielle.

1.1 |

0 0.001 0.002 0.003 0.004

Figure7

On peut voir que laréponse indicielle ne dépasse jamais |'asymptote 1d(t)=1. De méme, la
phase est tres linéaire, générant peu de distorsion. Par contre |'affaiblissement apresla
frégquence de coupure est trés mediocre.

Lorsque W>> 1, on obtient (en dB) :

H,,(W)=- 20xN ¥og(a) - 20xN xdog(W)
On obtient donc 20:N=80 dB par décade d'affaiblissement.

1.5.2 Filtre de Bessel

Le filtre de Bessel a une courbe de phase quasiment linéaire. C'est son principal intérét. Sa
réponse en amplitude |H(f)| est bien meilleure que celle du filtre a amortissement critique. Par
contre, sareponse indicielle oscille trés |égérement avant de se stabiliser. C'est |e principal
'défaut’ par rapport a un filtre a amortissement critique. Mis a part cela, un filtre de Bessel est
toujours a préférer a un filtre & amortissement critique.

Le filtre de Bessdl est habituellement calibré sur sa fréquence fo= —3dB. Il n'est pas facile de
calculer un filtre de Bessel anaytiquement. On se réfere donc aux tables.

1.5.2.1 Exemple

On veut un filtre passe-bas, qui nous donne une fréquence de coupure f3gs a1 kHz, et qui ait
un affaiblissement de 40 dB a5 kHz. On trouve dans les tables N=4 et |a fonction
H(S) suivante :

1 1

H(S)= . x > (10)
0.4889>% +1.3397>S+1 0.389>3” +0.7743>G+1
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On voit que lesfiltres de Bessel n'ont pas de zéros. En remplacant S dans (10) selon (2), on
trouve H(f) :

1 1

H(f)= f — f % f - f
0.4889>§? 2 413397 X% +1 0.3895¢] g +0.7743x % +1

foﬂ f0 foﬂ fo

Lareponse en amplitude Hys(f) est donnée par la Figure 8.

3 o

Dbdb(f) - 20

-50 | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000

fmin f fmax

Figure8

Par rapport a un filtre a amortissement critique, on a gagné 10 dB a5 kHz (voir Figure 5).

La phase dans la bande passante est donnée par la Figure 9.

0 | |

0 200 400 600 800 1000
fmin f fo

Figure9

C'est véritablement quasi-linéaire !
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Laréponseindicielle est excellente également.

1.1 |

0 0.001 0.002 0.003 0.004

Figure 10

1.5.3 Fonction de transfert généralisée pour un passe-bas

Pour qu'une fonction de transfert définie dans le domaine fréquentiel H(W) donne une
fonction réelle h(t) dans le domaine tempord, il faut que |[H(W)| soit symétrique par rapport a
I'axe jw (fonction paire). Pour cela, on peut définir une fonction de transfert générale
correspondant a un filtre passe-bas de cette maniére :

1

HW|=———— (11)
RO J1+ e /(W)
F(WF)  Fonction de W?
e Facteur comprisentreO et 1
|déalement :
FW) =0 lorsque W= 0
0OE£EFWA) £ 1 lorsque 0 £ WE 1
FWP) = ¥ lorsque W >> 1
1.5.4 Filtre de Butterworth
Dans le cas du filtre de Butterworth, on définit la fonction F(W?) ains :
F(WF) =W
Donc :
HOW=———r (12)
1+ e N
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Le filtre de Butterworth est progressif : plus W est proche de zéro, plus I'atténuation est faible.
Inversement, plus W est éloigné de zéro, plus I'atténuation est forte. Sur la bande passante, 1a
valeur Amin N'est atteinte que lorsque W = 1. De plus, I'atténuation |H(W)| est tres plate aux
abordsde W=0.

A présent, il faut trouver la fonction de transfert H(W) qui satisfasse (12). En remplacant W
dans (12) selon (2), et en mettant le tout au carré, on définit H(S)? :

1
1+€(- j>g)™

En cherchant les pdles de (13), on pourra décomposer notre fonction en cellules de premier et
second ordres. On voit que les filtres Butterworth n'ont pas de zéros.

H(S) = (13)

Le nombre de poles de (13) est deux fois trop grand. On montre que H(S)? = G(S)*G(-S), clest
adire lamultiplication de deux fonctions. G(S) n'a que des poles a partie réelle négative,
G(- S) n'aque des pdles a partie réelle positive, donc G(—S) doit étre éliminé.

Chercher les poles de (13) revient a résoudre I'équation :
1+e*(- s =0

En appliquant la formule de Moivre, on trouve |'ensemble des poles :
1 i 2>k+N+1>p
P :\/g x 2N k=0. 2N-1 (14)

Seuls les pdles qui ont une partie réelle négative sont conservés. Les autres sont rejetés. Donc
k variedeO .. N-1.

Ces pdles sont situés sur une cercle (voir Figure 11).

Aw

aV

Figure 1l

Lorsgu'on connalit les poles de H(s), il est assez ssmple de reconstituer H(s), sachant que
H(0)=1:

-P, -PR -P
H(S) =& %o, X i
S-PB, S-P S-PB,
En généralisant :
O o]
HS=0 = (15
k=OS' Pk

10
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Et en remplacant S comme indiqué par (2), on trouve H(f) :

Nl P,
H(f)=O ——— (16)
k=0 ] xf_- P
0

1.5.4.1 Dimensionnement du filtre de Butterworth

Selon (12), on peut trouver le facteur e et I'ordre N du filtre, par rapport aux conditions Amax,
Amin & W (voir également la Figure 4).

L'affaiblissement maximal Amax dans la bande passante est atteint lorsque W=1.

10%40g(L+e?) =A

Amax
e=V10®© -1

L'affaiblissement minimal Anin dans la bande bloguante est atteint lorsgque W=W;.
1040g(L+e* W) =A .

max

Donc :

Donc :

A .

min

e 0
|og§10 0 - 17 2%og(e)
N =entier 3 2
2x0g(W,)
Quant ala fréquence de coupure Wsag,, ON la trouve aing :

1+ PN =2

1
W, = R‘/g

1.5.4.2 Exemple

Donc :

On veut un filtre passe-bas, qui nous donne une atténuation de 1 dB a 1 kHz et qui ait un
affaiblissement de 50 dB a5 kHz.

On pose fo=1 kHz, donc :
_5:KHz_,
" 1xKHz

Le facteur e est fonction de Amax Seulement :

’ 1
e=7V10% - 1=0.509

11
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L'ordre N du filtre est fonction de Amin €t W,.

50

|og§1010 1— 240g( 0.509)

2>409( )

La fréguence de coupure f3q5 est fonction dee et N :

fom= / 1 1000 = 1.184 KHz
0.509

A présent on cherche les poles selon (14), en éliminant ceux qui ont une partie réelle positive :

N3 =3.99, donc N=4

P, =-0453+ 1.0%4i

P, =-10%4+ 0453

P, =-10%4— 0453

P, =-0453— 10%i

Bien entendu, ces p6les sont conjugués complexes : (Po-Ps) et (P1-P2). On peut maintenant
créer deux cellules de second ordre en regroupant les conjugués complexes selon (15) :

P -P0&P -P0

H(S 17
()gSPSPSgSPSPZQ (17)

1.402 o 1.402

HOE=3 >
S +0.906>5+1.402 S+ 2.188>5+1.402

(18)

Pour obtenir le résultat en fréquence, il faut remplacer S dans (18) selon (2) :

1.402 1.402
H(f)= e . o
52 10006 jX— 041400 "’?y_g +2.1885¢] - o+ 1.402
foﬂ foﬂ foﬂ

12
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Laréponse en amplitude Hgg(f) est donnée par la Figure 12.

3 9 | | _]
Dbdb(f) —20 I~ -
D3dB

-4 ]
-50 | l l l
0 1000 2000 3000 4000 5000
fmin f fmax

Figure 12

La coupure f3qg Se situe bien a2 1.18 kHz et on abien 50 dB d'affaiblissement a5 kHz, comme
calculé. Par la suite, on a un affaiblissement de 205N=80 dB par décade.

Laréponse en amplitude Hgg(f) dans la bande passante est donnée par la Figure 13 :

0.1
0 ]
Dbdb( f
_( )‘0.5 — ]
-1y | | | |
0 200 400 600 800 1000
fmin f fo
Figure 13

On abien 1 dB d'affaiblissement a 1 kHz.

13
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La phase dans |a bande passante est donnée par la Figure 14.

0 T

0 200 400 600 800 1000

Figure 14

On a une |égére distorsion de phase.

Laréponse indicielle est donnée par laFigure 15.

1.2 | |

0 0.001 0.002 0.003 0.004

Figure 15
L'overshoot n'est pas négligeable (a peu prés 15%).

1.5.5 Filtre de Tchebychev

Lesfiltres de Tchebychev sont optimisés pour que I'atténuation dans la bande passante oscille
le plus grand nombre de fois possible entre zéro et Anax. De cette maniére, |'atténuation
résiduelle dans la bande passante est répartie sur toute la largeur de cette bande. Par rapport
aux filtres de Butterworth, |'atténuation aprés la bande passante est aussi beaucoup plus raide.

14
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Lesfiltres de Tchebychev reprennent I'équation (11) de la maniére suivante :
1

H(W)| = K x (19)
N Y

e Facteur comprisentre O et 1

Ta(W) Polyndme de Tchebychev dedegrén (-1 £ Tp(W) £ 1 lorsque WE 1)

K Facteur d'adaptation pour que |[H(0)| = 1.

Les polyndmes de Tchebychev peuvent étre exprimés sous une forme trigonométrique lorsque

W<1:
T. (W)= cos(n >arccos(\W)) (20)

Si bizarre que cela puisse parditre, |'éguation (20) correspond a un polynéme de degré n. Les
premiers polynémes de T,(W) ont I'allure suivante :

Tlol\/) =W

To(W) = 2%\ -1

T3(W) = 4%\° — 3%V
Ta(W) = 8 —8¥\2 + 1
etc.

LaFigure 16 illustre les polynémes de Tchebychev pour n=1..8.

3 3 | | | | Ty | T

Tcheb(1,x)

Tcheb(2, X)

Tcheb(3,x)
Tcheb(4, x)
;cr;eb( 5,X)
Tcheb(6, x)

Tcheb(7,x)

Tcheb(8, x)

Figure 16

On voit que T,(0)?>= 0 pour n impair et T,(0)*> = 1 pour n pair. On en conclut pour le K de
I'équation (19) :

Lorsque n est pair, K =+1+e* (donc |H(W)|3 1 dans |a bande passante) (21)
Lorsque n est impair, K =1 (donc [H(W)| £ 1 dans la bande passante)

15
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Comme T,(W) est paire ou impaire, T,(W)? dans (19) est toujours paire et comprise entre
0 et 1. Lesfiltres de Tchebychev n'ont pas de zéros.

Pour chercher les pdles d'un filtre de Tchebychev, il faut transformer (19) avec (2) et (20) :
1 _ 1
1+ € xT3(- |XS) 1+¢ xcos’(Nsarccos(- |>S))

H(S)?= (22)

Donc :

=j mo%— ><arccos$ eg (23
/4]

On montre que les poles P« = ds + ws¢ de (23) sont situés sur une ellipse et définisde la
maniére suivante :

. dod  a@Xk+N+1 0
ds, =dnh —xarcsnh ———xco T xp- 24
“ g gegg S‘é 2 xN Xpﬂ (24

WS, =coshg—><ercsm h?oo ] géMhLNJrl*po (25)
eg

pour k = 0.. 2N-1. Mais on ne garde que les pbles dont |a partie réelle est négative.

1.5.5.1 Dimensionnement du filtre de Tchebychev

Cherchons les paramétres du filtre par rapport aux conditions Amax, Amin € W, (voir également
laFigure 4).

L'affaiblissement maximal Amax dans la bande passante est atteint lorsque Tn(W)=1.
10x40g(L+€?) =A,
Donc :

Amax

10 © -1

L 'affaiblissement minimal Amin dans la bande bloquante est atteint lorsque W=W,.
10%0g(1+€? xT? (W )) =A (26)

Larésolution de cette équation transcendante se fait al'aide d'approximations successives
de N (tres facile avec le logiciel Mathcad), ou al'aide d'une abaque (voir annexes).

min

1.55.2 Exemple

On veut un filtre passe-bas, qui nous donne une atténuation de 1 dB dans la bande passante
(B =1kHz) et qui ait un affaiblissement de 60 dB a5 kHz.

On pose fop = 1 kHz, donc :

_5:KHz _
" 1KHz

16



Filtres actifs

Le facteur e est fonction de Amax Seulement :

’ L
e=Y\10" - 1=0.509

Par approximations successives de (26), on trouve N=4.

A présent on cherche les poles selon (24) et (25), en éliminant ceux qui ont une partie réelle
positive :

P, =-0.14+ 0983

P, = -0.337+ 0407

P, = -0.337— 0407

P, =-0.14- 0983
Bien entendu, ces pdles sont conjugués complexes : (P1-Py) et (P»-Ps). On peut maintenant
créer deux cellules de second ordre en regroupant les conjugués complexes selon (15) :

PR, -RO®R -PO
H(S)gSPSP SPSP
30 2 0

(27)

0.987 N 0.279
S? +0.279:S+0.987 S*+0.674:S+0.279
Pour obtenir le résultat en fréquence, il faut remplacer S dans (18) selon (2) :
0.987 0.279

jx—— +0279 jX— 9+ 0.987 fo_ +0,6745 -2
”é g fo foﬂ

H(S)= (28)

H(f)—

2

O3,

+0.279

Laréponse en amplitude Hgg(f) est donnée par la Figure 17.

Dbdb(f)

-70

fmin f fmax

Figure 17

La fréguence de coupure 345 Se situe grosso modo a 1075 Hz. Par la suite, on aun
affaiblissement de 20:N=80 dB par décade. On voit que par rapport au filtre de Butterworth
(voir Figure 12), I'affaiblissement dans la bande de réjection est beaucoup plusfort !

17
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Le gain [H(f)| dans la bande passante est illustré par la Figure 18.

. 1 | |

Dbdb(f) 0

0 200 400 600 800 1000
fmin f fo

Figure 18

On abien 1 dB d'affaiblissement a 1 kHz par rapport au gain maximal dans la bande passante.

Remarque : Si le gain dans la bande passante exprimé en dB est positif au lieu d'étre négatif,
c'est parce qu'on a choisi d'avoir H(f=0) = 0dB et que I'ordre N est pair. On
pourrait 'descendre’ la courbe de Anax, C'est adireici enlever 1 dB, et le gain
serait alors négatif dans la bande passante. Par contre, on aurait H(f=0) = -1 dB.
A noter que lorsque n est impair, le gain en dB est négatif dans la bande
passante, donc il n'y a pas de probleme (voir les remargues (21) page 15).

La phase dans |a bande passante est donnée par la Figure 19.

o © | |

a(fy -2 —

0 200 400 600 800 1000
fmin f fo

Figure 19

On a une assez forte distorsion de phase en fin de bande.

18
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Laréponse indicielle est donnée par laFigure 15.

1.3 | |

0 0.001 0.002 0.003 0.004

Figure 20
L'overshoot est ici assez fort (a peu prés 25%) !

1.5.6 Filtres elliptiques

Lesfiltres elliptiques sont basés sur les filtres de Tchebychev. La grande différence estqu'on
vaici gjouter des zéros a (19) dans la bande bloquante. L'affaiblissement immédiatement
apres la bande passante est meilleur que pour un filtre de Tchebychev, mais pas lorsque

W>>1. Les elliptiques sont précieux lorsque W, est petit, c'est a dire lorsque |'affaiblissement
aprés la bande passante doit étre tres raide.

Lesfiltres dliptiques ne peuvent étre calibrés facilement de maniére analytique. On est obligé
d'appliquer des tables. Ces tables regroupent les trois paramétres Amax, Amin € Wi, ce qui les
rend assez vite volumineuses...

1.5.6.1 Exemple

On veut un filtre passe-bas, qui nous donne une atténuation de 1 dB dans la bande passante de
1 kHz et qui ait un affaiblissement de 40 dB a1.6 kHz.

On trouve par rapport aux tables:

0.0804>5” +1 . 0.386>5 +1
2.764>X5° + 20139>5+1 1.001>xS" +0.2108>S+1

H(S)= (29)

Ensuite on obtient H(f) en insérant S=| xff— dans (29).
0
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Le résultat est donné par laFigure 21 :

Dbdb(f)

-70

0 1000 2000 3000 4000 5000

fmin f fmax

Figure 21

On voit bien I'idée d'insérer des zéros. L'affaiblissement dans |a bande passante est donné par
laFigure 23. Lorsgque W >> 1, I'affaiblissement maximal est grosso modo 40 dB!

LaFigure 22 nous montre I'emplacement des pdles et des zéros, ains que le regroupement des
dipdles. A noter que les pbles et zéros conjugués complexes ne sont pas visibles sur le dessin.

Ajw

]Zl
-

P1\X P2

\ 4

Figure 22
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LaFigure 23 montre I'affaiblissement dans |a bande passante.

1 1 |

Dbdb(f) 0 —

0 200 400 600 800 1000
fmin f fo

Figure 23

La réponse en amplitude dans la bande passante est comparable a celle d'un filtre de
Tchebychev.

La phase dans la bande passante est donnée par laFigure 24.

0 0

a(fy -2 —

-4 —y | | | |
0 200 400 600 800 1000

fmin f fo
Figure24

Ici également, la réponse en phase dans la bande passante est comparable a celle d'un filtre de
Tchebychev.
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Laréponse indicielle est donnée par la Figure 25.

1.3

Figure 25
Ici encore, la réponse indicielle est comparable a celle d'un filtre Tchebychev.
1.6 Comparaison

... N'est pas raison. Mais on va quand méme comparer les filtres que nous avons congus.

Les gains [H(W)| sont données par la Figure 26.

5 I I I I I I I I I

Dadl( Wn)

Dbdi{ Wn) - 20

Dtdb(Wn)
Dsdk{ W)

Dedt{ Wn)

Figure 26

En partant dans I'ordre depuis le haut 2 Wh = 2, on a: amortissement critique, Bessdl,
Butterworth, Tchebychev et elliptique.
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Les gains [H(W)| dans la bande passante sont donnés par la Figure 27.

15 T T T T T T T T T
W _
Dad(wn)  © T
Dbdk( Wn)
Dtdb Wn)
Dsd{Wn) ~1[~
Dedt( Wn)
ok _
-3 3 ] ] ] ] ] ] ] ] ]
0 01 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 09
0, Wn 1
Figure 27

En partant dans I'ordre depuis le haut aWh = 0.6, on a: dliptique, Tchebychev, Butterworth,
Bessel et amortissement critique.

L es courbes de phase dans la bande passante sont données par la Figure 28.

0 0
-1k
arg(Da Wn))
arg(Db(Wn))
arD{ Wn) - -
arg(DgWn))
arDd Wn)
- ]
4 -4 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 038 0.9
0. Wn
Figure 28

En partant depuis le haut & Wn=0.8, on a dans I'ordre : amortissement critique, Bessel,
Butterworth, eliptique et Tchebychev.
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Des courbes de phase, on peut caculer les retards de groupet (w) :%j (w) :

12 T T T T T T T T T

10—

Ra(Wn)

Rb(Wn)

Rt(Wn)

Rs(Wn) gl—

Re(Wn)

Figure 29

En partant dans |'ordre depuis le haut aWn = 1, on a: eliptique, Tchebychev, Butterworth,
Bessel et amortissement critique. On voit que pour Bessel |e retard es constant.

Les réponses indicielles sont données par la Figure 30.

13 T T T T T T T T T
12—

Ida(t)
Id(t) 08
)
1) o6
Ide(t)

- 04

0.2

Figure 30

En partant dans I'ordre depuis la gauche a 1d(t)=0.6, on a: amortissement critique, Bessel,
Butterworth, elliptique et Tchebychev.
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2 Transformations a partir du gabarit passe-bas

L es passe- haut, passe-bande et coupe-bande se laissent aisément déterminer a partir d'un
gabarit tel que celui de la Figure 4.

2.1 Transposition passe-bas - passe-haut

Pour trarsformer un filtre passe-bas en un filtre passe- haut (et réciproquement !) on fait subir
alavariable complexe normalisée S=j ¥V |a transformation suivante :

1
S« = 30
« S (30)
Cette transformation sapplique alafois aux gabarits et aux fonctions de transfert.

2.1.1 Transformation du gabarit

Le gabarit d'un filtre passe-haut se transforme en gabarit de filtre passe-bas de la maniére
indiquée par la Figure 31.

AM 4 AW 4

Uz S VA

W 1 w 1 Whpt = 1/W W
Passe-haut «—> Passe-bas
Figure 31

2.1.2 Transformation de la fonction de transfert
Latransformation de la fonction de transfert est suivant (30) :

Hen (S)ZH PB(?-‘g (31)
eSg

L'ordre du filtre passe-bas est préserve pour le filtre passe-hauit.

2.1.3 Exemple avec filtre de Butterworth

On veut un filtre passe-haut de type Butterworth, qui ait un affaiblissement minimal de 50 dB
de 0 a2 kHz, et un affaiblissement maximal de 1 dB a partir de 10 kHz. On pose :

f,=10KHz

W:ZKHZ:O.Z (32)
f0

1
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L e gabarit passe-haut est donné par la Figure 32.
AW A

0.2 1

=V

Figure 32

Le gabarit passe-bas équivalent est donné par la Figure 33.
A A

Z

Figure 33

é\/

Lefiltre désiré correspond a (18).

1.402 o 1.402

H =
pe(S S +0.906>S+1.402 S +2.188>5+1.402

On remplace S par 1S :
1.402 N 1.402

Heu (9=

1.402>8 1.402>S
Hen(9= X

S?+0.906>8"+1.402 S?+2188>S*+1.402

On voit que des zéros sont apparus ! On remplace S par | >¢ff— :
0

1+0.906>5+1.4025x3 1+ 2.188>S+1.402 &

.2 y

- 1402?% - 1.402?%

f)= fO %] « fO 4]
HPH( )_ 2

0

26
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Lerésultat est visible sur laFigure 34. L'affaiblissement a 3dB est visible également.

1 O

-20
Dbdb( f)
D3
-60
-70 | | | | |
0 5000 110 1.510% 2.10% 2510 310"
fmin f fmax
Figure 34

La réponse en amplitude Hgs(f) apres 10 kHz est donné par la Figure 35.

0.1
=
Dhbdb( f
( )—0.5 - —
-1 4 | | |
1 -lO4 15 -lO4 2 -lO4 2.5 -104 3 -104
fo f fmax

Figure 35
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La phase apres 10 kHz est donnée par la Figure 36.

-2p | | |

1-10 1.5 -lO4 2 -104 25 -104 3 '104
fo f fmax

Figure 36

Laphase est loin d'étre linéaire. Mais elle semble acceptable aprés 20 kHz.

2.1.4 Exemple avec filtre elliptique
La transformation fonctionne également avec un filtre elliptique, comme le montre |I'exemple
suivant.

On veut un filtre passe-haut de type elliptique, qui ait un affaiblissement minimal de 40 dB de
0alkHz, et un affaiblissement maximal de 1 dB a partir de 1.8 kHz.

On pose :
f,=1.8KHz
1KHz

W, = =0.556 (37)

0

1 =18

W

r

Le gabarit passe-haut est donné par la Figure 37.
AW 4

1dB %

0.56 1 W

Figure 37
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L e gabarit passe-bas équivalent est donné par laFigure 38.
AW A

yA :///%

Figure 38

EV

Le filtre elliptique répondant a cette spécification est le méme que (29). Latransformation
passe-bas® passe-haut se passe ains :

0.0804>8" +1 o 0.386 xS +1

H = 38
S 2.764>X3 +2.0139>5S+1 1.001>& +0.2108>S+1 (38)
On remplace S par 1S :
_ 0.0804>572 +1 0.386>5S%+1
H PH (S) - 2 1 x 2 1 (39)
2.764>5° +2.0139>xS*+1 1.001>5°+0.2108xS " +1
0.0804 + S° 0.386+S
Hpu (9= 5 % 2 (40)
2.764+2.0139>5+S° 1.001+0.2108>5+S
On avait des zéros au départ, on en retrouve al'arrivée. Onremplace S par | xff— :
0
f? f?
0.0804 - — 0.386- —
HPH(f): f2 . f x f2 . f (41)
2.764- — +]X2.0139%—~ 1.001- —5+ j>0.2108 %—
fo fo fo fo
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Le résultat est visible sur la Figure 39. L'affaiblissement a 3dB est visible également.

Dbdb(f)

-70 | | |
3000 4000 5000 6000
f fmax
Figure 39

Laréponse en amplitude Hys(f) aprés 1800Hz est donné par la Figure 40.

Y yay %
Dbdb(f) O —
S | | | | | | |
2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000
fo f fmax
Figure 40

2.2 Transposition passe-bas - passe-bande

La transformation d'un filtre passe-bas en un filtre passe-bande est un petit peu plus
complexe. On va tout d'abord transformer e gabarit.
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2.2.1 Transformation du gabarit

Le gabarit d'un filtre passe-bande se transforme en gabarit de filtre passe-bas de la maniére
indiquée par laFigure 41.

AW 4 AW A

7 N
\/I\é VA m////

Amin

N

Amax

Vel Wbl 1 Vb2 Vo W 1 o ¥
Passe-bande «—> Passe-bas
Figure4l

Les relations suivantes sont valables :
B=W,, - W,,
prt — ch2 B Wcl
B (42
Wcl X\NCZ =1
W, W, =1

De (42), on déduit :

(43)

2.2.2 Transformation de la fonction de transfert

La variable complexe normalisée S=j XV subit la transformation suivante
S +1
B>xS

Donc latransformation de la fonction de transfert est la suivante :

xS +10

S T Y

S« (44)

H PasseBande(S) =H (45)

L'ordre du filtre passe-bande est doublé par rapport au filtre passe-bas. C'est un peu normal,
dans la mesure ou un passe-bande est une conjonction de deux filtres passe-bas et passe-haut !
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2.2.3 Exemple avec filtre de Bessel

On veut un filtre passe-bande de type Bessel, qui ait une bande passante comprise entre 300 et
400 Hz. A ces fréquences, I'affaiblisserment maximal est bien entendu de 3 dB. On veut un
affaiblissement minimal de 35 dB des 700 Hz.

On pose :

f, =+/300>400=346.4 Hz (46)
Limites normalisées de la bande passante, et bande passante normalisée :

W,, = 30;):2 =0.87

W,, :% =1.16 (47)

B=W,,- W,=0.29

Limites normalisées de la bande de réjection :

= 72032 =2.021
. (48)
W, =—— =0.495
WCZ
L e gabarit passe-bande est donné par laFigure 42 :
AW A
40dB / //
3dB
g L/ 7,
0495 0.866 1 1.155 2.021 w
Figure 42
Fréquence de coupure du gabarit passe-bas :
W, =!\'<-2{S.V.\'ﬂ =5.286 (49)
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L e gabarit passe-bas équivalent est donné par laFigure 43.
AW A

2

Figure43

Lefiltre de Bessel qui satisfait ce gabarit est donné par (10) :

1 1
Heaw(9) = x 50
()= 5 480 + 133975611 0380 + 07743 6r 1 0

On remplace S suivant latransformation (44) :

Hpgae(S= = 1 1 @11 x oY L <11 (51)
0.4889  +133075 1 0389 9 +0.7743> "= +1
tes, B>S é B>S
B2 xS
Hppge(S) = x
P 0.48894S +1f +1.3397B S’ + B S+ B? 5 o
87 (52)

0.389%S* +1) +0.77434B S + B 5)+ B? &

On voit immédiatement que (52) réunit deux cellules d'ordre quatre. Par la suite, on verra que
seules les cellules d'ordre un et deux peuvent se modéiser al'aide d'un ampli.

Donc il faudrait scinder chacune de ces deux cellules d'ordre quatre en quatre cellules d'ordre
deux ! Cette opération n'est pas évidente du tout : il faut chercher les quatre pdles de chague
cellule, regrouper les pdles conjugués complexes, etc, etc.

Heureusement, Mathcad et d'autres logiciels dédiés font cela tres bien.

On remarquera que des zéros sont apparus apres la transformation (voir (52)).
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Si on remplace la variable S=j/fy on trouve le gain |H(f)| illustré par 1a Figure 44.

Dbdb(f) - 20
D3dB
~40
-50
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
fmin f fmax
Figure44
Le gain H(f)| dans la bande passante est montré par la Figure 45.
0 0
4 _
Dbdb(f)
L _
-3 4 | | | |
300 320 340 360 380 400
300 f 400

Figure 45
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L e déphasage dans la bande passante est illustré par la Figure 46.

4 T T

300 320 340 360 380 400
fbl f b2

Figure 46

On vait que la transformation passe-bas ® passe-bande n'a en rien modifié les
caractéristiques d'un filtre de Bessel.

2.2.4 Exemple avec filtre elliptique

La transformation fonctionne également avec un filtre elliptique, comme le nontre I'exemple

suivant.

On veut un passe-bande de type elliptique centré a 5 kHz avec une bande passante de 1 kHz.
L'affaiblissement maximal dans la bande passante est 1 dB, et I'affaiblisserment minimal a

partir de 6 kHz doit étre de 40 dB.
On pose :
f,=5KHz
B=1KHz _
5KHz

0.2

Limites normalisées de la bande de rgection :

_ 6KHz
fO

W, =1 =0.833
W

c2

=12

Wc2

Limites normalisées de la bande passante :

2
w,=- 22+ |92 .1-0905
2 4

2
w, =22+ 92 1121015
2 4

35
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L e gabarit passe-bande est donné par laFigure 47 :

40dB

//

VAN

0.83 0.905 1 1015 1.2

1dB

NGB

sv

N\

Figure47

Fréquence de coupure du gabarit passe-bas :
W, - W
W :-Ez-é-ﬂ =1.833 (56)

Le gabarit passe-bas équivaent est donné par laFigure 48 :
A A

Vi %ﬁ

Figure 48

Le filtre eliptique répondant a cette spécification est le méme que (29). Latransformation
passe-bas® passe-bande se passe ains :

0.0804 >3 +1 o 0.386>S +1
2.764X3° +2.0139>S+1 1.001>8" +0.2108>5+1

On remplace S suivant latransformation (44) :

00804>§§2..1$ 1 0386>§_..12 ‘1

2764>§——-; +20139>g———~—+1 1001>g———~; +0.2108>g—é—>—$§+1

Hps(9 =

(57)

Hppoe(S =
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Si on remplace la variable S=j/fy, on trouve le gain |H(f)| illustré par la Figure 49.
L'affaiblissement a 3dB est montré également.

-0
Dbdb(f)

-60

-70 |

0 2000
fmin

Figure 49

Le gain H(f)| dans la bande passante est illustré par la Figure 50.

| IVAVAV.

Dbdb(f) 0 —

4600 4800 5000 5200 5400
Wb1-0 f Whb2 10

Figure 50
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L e déphasage dans la bande passante est illustré par la Figure 51.

-2 I I

Whb1f0 f Whb2 10

Figure51

On voit immédiatement que la distorsion de phase est assez importante, et ce particulierement
aux bornes de la bande passante.

2.3 Transposition passe-bas - coupe-bande

Latransformation d'un filtre passe-bas en un filtre coupe-bande est trés similaire a celle de la
transformation passe-bas ® passe-bande.

2.3.1 Transformation du gabarit

Le gabarit d'unfiltre coupe-bande se transforme en gabarit de filtre passe-bas de la maniere
indiquée par la Figure 52.

AW A AW 4

L

a N7/
\Z. 2

Wel 1 Wz W2 W w
Coupe-bande > Passe-bas
Figure 52

Remarque : par rapport alaFigure 41 de la page 31, il faut remarquer I'inversion Wy-W.
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Les relations suivantes sont valables :
B=W,, - Wy,
B
Mo,
c2 -~ VYV (58)
Wcl ><\N(:2 :l
W, XW,, =1

De (58), on déduit :

(59)

2.3.2 Transformation de la fonction de transfert

La variable complexe normalisée S=j ¥V subit la transformation suivante
B:S

S« ———
S +1

(60)

Donc la transformation de la fonction de transfert est la suivante :

H CoupeBande(S) =H Pa:BeBasée 2

9 61
ST 1, (61)

L'ordre du filtre coupe-bande est ici aussi doublé par rapport au filtre passe-bas.

2.3.3 Exemple avec filtre de Bessel

On veut un filtre coupe-bande de type Bessdl, qui ait une bande de réjection comprise entre
300 et 400 Hz. A ces fréquences, I'affaiblissement minimal est de 35 dB. On veut un
affaiblissement maximal de 3 dB dés 700 Hz.

Remarque : cefiltre est dua a celui que nous avons examiné au §2.2.3.
On pose :
f, =+/300>400=346.4Hz (62)

Limites normalisées de la bande de réection :

300Hz
WCl = f O

400Hz
WC2 =

=0.87
(63)
=1.16
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Limites normalisées de la bande passante, et bande passante hormalisée :

_ 700Hz

W,, = =2.021

W, =— =0.495

W, (64)
B=W,,- W,,=1526
B

pbt =
W, - W,

=5.286

Le gabarit équivalent passe-bas est donc strictement équivalent a celui de la Figure 43 (voir
page 33).
Lefiltre de Bessel qui satisfait ce gabarit est donné par (10) :

Heo(9)= 1 SN (65)
0.4889 5 +1.3397>S+1 0.389>5 +0.7743S+1

On remplace S suivant la transformation (60) :

1 1
Her(9)= BXS § B BxS & B xS (%)
04889 8= =2 +1.3397x— > +1 0.389 0 =2 +0.7743%——+1
eS +1g S +1 &S +1g S +1
& +1f
X

H CP(S) _04889 B2 2 +1.3397 ><(82 +1) + (SZ +]_)2 (67)

o)
0.389>82 x5 +0.7743%S? +1)+ (& +1f

Ici également, des zéros apparai ssent !

Si on remplace la variable S=j%/fy, on trouve le gain [H(f)| illustré par la Figure 53. Le gain a
- 3dB est montré également.

3 o

Dbdb(f) - 20

-50

Figure 53
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La phase aprés 700 Hz est illustrée par la Figure 54.

4 4 |

a(fy -5

-6 - l l | I I
6700 750 800 850 900 950 1000

700 f fmax
Figure 54

On peut montrer que la phase est également excellente entre 0 et 170 Hz (deuxieme fréquence
a 3dB d'affaiblissement). Une fois de plus, les caractéristiques du filtre de Bessel sont
vérifiées.
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3 Reéalisation électronique

Comme nous I'avons dga vu au §1.3, laréalisation d'un filtre se feraal'aide de cellules du
premier et du second ordre. Cela signifie qu'avec un amplificateur opérationnel, on pourra
réaliser une 'cascade’ d'ordre 2 au maximum. Donc, pour prendre un exemple, un filtre d'ordre
8 nécessitera 4 amplificateurs.

Limitations : ce chapitre ne va pas traiter les deux cas suivants :

a) Lesfiltres qui ont des zéros (typiquement les filtres eliptiques) ne seront
pas traitésici. Leur réalisation est cependant possible avec une structure
plus compliquée que celle dite de 'multiple feedback' (voir 83.2 page 44).

b) Lesfiltres de type coupe-bande ne seront pas traités ici non plus. Leur
réalisation est également possible avec une structure plus compliquée que
celle dite de 'multiple feedback' (voir 83.2 page 44).

3.1 Ordre des cascades

L'ordre dans lequel les cellules doivent étre arrangées est tres important et doit faire I'objet
d'une attention toute particuliere. Les quelques petites astuces indiquées dans ce chapitre ne
doivent donc pas étre prises au pied de lalettre.

Lesrégles qui régissent |'ordre des cascades sont quelque peu différentes selon que I'on
congoive un filtre de type passe-bas/passe-haut ou de type passe-bande. Les différences seront
expliquées au fur et a mesure dans ce chapitre.

Une fonction de transfert d'ordre 2 pour une cellule passe-bas est conformément a (2) et (5) la
suivante :

=S (©8)
W; - (2pf )+ apf
%
Lafonction |F(f)| al'alure décrite par la Figure 55.
1 IR
Fm
G
f f

Figure 55
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On trouve anaytiquement :

W
fm =_Px 1- iz
2p 2xq,
F =G (69)
1
1- 2
4>(Z1p

On voit que plus gy, est grand, plus la valeur de gain maximale Fy, est grande également. Pour
Op > 2, ontrouve Fy » GX)p. Le danger avec une telle cellule est de SATURER LES
AMPLIS aux aentours de la fréquence fr, !

Imaginons la situation suivante : un filtre passe-bas d'ordre 6 et de gain 2 sur sa bande
passante nécessite trois cascades dont les facteurs de qualité sont respectivement 1, 3et 7. Le
signal d'entrée a une dynamique de -5V..+5V, et les amplis sont alimentés avec —15V et
+15V.

Si on place en premier la cellule qui aun facteur de qualité de 7, et s on lui assigne par
exemple un gain de 1, on aura un signal de sortie peak pour cette cellule de 1¥%V=35V aux
alentours de f,, : les amplis vont saturer a coup sOr.

Si au contraire on place en dernier la cellule qui a un facteur de qualité de 7, et méme en |ui
assignant un gain de 2, on ne devrait pas rencontrer de probleme! En effet, comme le filtre
global a une fonction de transfert égale a 1 sur I'ensemble de sa bande passante, cela signifie
que la réponse en amplitude |H(f)| aux alentours de f,, aura été affaiblie de 1/7 par les cellules
précédentes! On aura donc un gain maximum pour cette cellule de 257 %1/7)%=10V : aucun
probléme pour les amplis.

A noter que ce raisonnement est valable seulement pour les cellules de type passe-bas et
passe-haut.

Quant aux cellules de type passe-bande, seul le gain G est a prendre en considération: le
facteur de qualité g, n'intervient pas dans le gain maximum (voir les éguations (84) et (85)
page 49).
Conclusion : Pour chague cellule de type passe-bas ou passe-haut, on cherche la valeur Fy,
selon I'équation (69).
Pour les cellules de type passe-bande, on effectue seulement F,=G. Legain G
est défini par les équations (84) et (85) page 49.
Il est judicieux de placer les cellules pour lesquelles Fy, est le plusfaible en
premier, c'est adire proches du signal d'entrée. A l'inverse, il est judicieux de
placer les cellules pour lesgquelles Fr, est e plus élevé en dernier, c'est adire
proches du signal de sortie.
Quoi qu'il en soit, il est trésimportant de vérifier le signa regu et transmis de
chaque cellule d'un filtre en cascade.
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3.1.1 Sensibilité d'une cellule

On montre que laréponse |F(f)| d'une cellule de second ordre est d'autant plus sensible ala
précision de ses composants €lectroniques (résistances, condensateurs et amplis) s ¢, est
grand. Cette sensibilité se manifeste tout particuliérement aux alentours de la fréquence fn,
comme l'illustre la Figure 56.

T IFl

Figure 56

Si le facteur de qualité d'une cellule est plus gand que 10, il est alors judicieux de sorienter
vers une structure a deux amplificateurs, moins sensible aux variations des composants. On
trouve de telles structures dans la littérature (voir Paul Bildstein, "Filtres actifs").

A noter que ce raisonnemert est valable pour tous les types de cellules (passe-bas, passe-haut
et passe-bande).

3.2 Cellule 'Multiple Feedback'

Une cellule dite ‘'multiple feedback' est composée de la maniére suivante :

Y2 Y5

Ue
Y4
Us

Figure57
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Lafonction de transfert d'une telle cellule est la suivante :
Us(S) _ B Y1:Y3

H(S) = 70
O 20U ™ V0, +Y, + Y, 1Y), 3, (70
avec les admittances :
1
Y = — 71
=3 (71)

A noter que cette cellule génére systématiquement un déphasage de 180° dans la bande
passante.

3.2.1 Cellule passe-bas

Une cellule de type passe-bas est composée ainsi :

R2 Cl———

Ue C2o——

/

Us

Figure 58

On trouve les relations (la variable normalisée S est employéeici, voir (2)):

H(S) = 348) o VE%’W 72)
e(s) SZ +q_P>6+VVFZ)

avec .

G: Gandelacdlule
W, : Module normé du pdle de la cellule (= wp/wo)
Op: Facteur de qualité delacellule
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On trouve anaytiquement :

c=R2
R1
w, =% = ! (73)
W, W, x/C1xC2xR2XR3
_[c2 R1%/R2xR3
qp =A==

Cl R1xR2+R1xR3+R2xR3

Lewp (= 2pfo) del'équation (73) est la pulsation de référence définie par (2). Pour obtenir la
cellule souhaitée, nous avons trois équations et cing inconnues. La marge de manceuvre est
donc confortable. Les logiciels de calcul de filtre utilisent des algorithmes récursifs pour
trouver la meilleure solution.

Si on décide de fixer les valeurs des deux capacités C1 et C2*, alors on n'a plus que les trois
inconnues R1, R2 et R3. On trouve danscecas :

& 2x(G+ 0
R1= 1 >&1J_r\/1- 4G G +1)>CL
2>Gxq, XW, >w;, XC1 g C2 ia
R2=GxR1 (74)
R3= 1
V\/f)x/v§>(:1>C2>RZ

Lesigne't' pour larecherche de R1 dans (74) signifie qu'on peut en fait choisir I'un ou |'autre.
Par la suite, nous utiliserons le signe '+'.

3.2.1.1 Exemple

Nous allons prendre pour exemple la premiére cellule de I'exemple du §1.5.4.2 page 11.

WS =g o.9tg?é+ 1.402 (73)
avec fp =5 kHz:

w, = 2pf, =31416>s*

G=1

W, =+/1.402 =1.184 (76)

1.184

q, = 0.906 =131
On pose arbitrairement : C1 = 470 pF et C2 = 10 nF. On trouve selon (74) :

R1=35 kW

R2 =35 kW (77)

R3=4.4kwW

111 est beaucoup plus facile d'ajuster des valeurs de résistances que de capacités. C'est pourquoi on fixe souvent
lavaleur des capacités en premier.
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3.2.2 Cellule passe-haut

Une cellule de type passe-haut est composée ains :

(o7 Sm— R1
C1 C3
. | | -
[ |
+
Ue
R Us
Figure 59

On trouve les relations (la variable normalisée S est employée ici, voir (2)):

_ 2
Ue(s) SZ +_p>6+vv2p
A
avec :
Gy : GandelacdlulelorsqueW>>1
W, : Module normé du pdle de la cellule (= wp/wo)
Op: Facteur de qualité delacellule
On trouve anaytiquement :
G¥ :E
C2
w
w, =% = . (79)
W, W, %/RLR2>C2>C3
_[R1_ JJc2xc3
A o2

"VR2 C1+C2+C3

Lewp (= 2pfo) del'équation (79) est la pulsation de référence définie par (2). Pour obtenir la
cellule souhaitée, nous avons a houveau trois équations et cing inconnues.
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Si on décide de fixer les valeurs des deux capacités C2 et C3, alors on n'a plus que les trois
inconnues R1, R2 et C1. On trouve dansce cas :

Cl=G, xC2
_ 9 Cl+C2+C3
W,w,  C2xC3

_ 1
WE w2 xR1-C2XC3

R1 (80)

R2

3.2.2.1 Exemple

Nous allons prendre pour exemple la premiére cellule de I'exemple du §2.1.3 page 25.

14025 B s

H.(S) = =
(S 1+0.906>5+1.402x5* S +0.646>S+0.713

(81)

avec fo = 10 kHz:
w, = 2pf, = 62830 st

0.713 = 0.845 (82)
On pose arbitrairement : C2 =1 nF et C3 = 1 nF. On trouve selon (80) :
Cl=1nF

R1= 74 kW (83)
R2 = 4.8 KW
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3.2.3 Cellule passe-bande

Une cellule de type passe-bande est composée ainsi :

O3 ———

Us

Figure 60

On trouve les relations (la variable normalisée S est employée ici, voir (2)):

-G x_p>6
HE) = gD = 9
e(s) 82 +—p>S+V\I§
A
avec :
G: Gaindelacelulelorsque W=W,
W, : Module normé du pdle de la cellule (= wp/wo)
Op: Facteur de qualité delacellule
On trouve anaytiquement :
R2_ C2
- %
Rl C1+C2
w
w, W _ 1 R1+R3 (85)
W, W, VCDC2xR1IXR2XR3
_4/C1xC2 ><\/R2><(R1+ R3)
P Cl+C2 R1xR3

Lewp (= 2pfo) del'équation (85) est la pulsation de référence définie par (2). Pour obtenir la
cellule souhaitée, nous avons a houveau trois équations et cing inconnues.
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Si on décide de fixer les valeurs des deux capacités C1 et C2, alors on n'aplus que lestrois
inconnues R1, R2 et R3. On trouve dans ce cas :

RI=— P ___
G AW, xw, xCL
R2 = GxRIx L 2 (86)
Cc2
c1

R3= G>R1%—
o2 {CL+C2) - G>CL

3.2.3.1 Exemple

Nous allons prendre pour exemple la premiére partie de I'exemple du §2.2.3 page 32.

1
Hu(9= > 87)
e +1 0 F+1

0.4889 T +1.3397 x——+1
g0.29 Sy 0.29>S

avec fy = 346.4 Hz. Cette équation d'ordre 4 doit étre réduite a deux cellules d'ordre 2.
Heureusement, Mathcad est magigue... On trouve, ala suite de quelques manipulations,
I'éguation équivalente suivante :

0415:S  _  0415:S
S +0.412x8+1.129 S* +0.373>S+0.886

Dans cet exemple, on varéaliser les deux cellules de Hp;.

H, (9= (88)

Premiére cellule:

w, = 2pf, = 21766 *

G= . 1.0073
0.412

' 89
W, = ¥1.129 =1.0625 59

q. = 1.0625
P 0412

On pose arbitrairement : C2 = 47 nF et C3 = 47 nF. On trouve selon (86) :

R1=23.6 kW
R2 = 47.5kW (90)
R3=1.9kW

=2.579

Seconde cellule :

G= 0415 _ 1.113
0.373

W, = +/0.886 = 0.941 (91)

q, = —0'941 =2524

P 0373
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On pose arbitrairement : C2 = 47 nF et C3 = 47 nF. On trouve selon (86) :
R1=23.6 kW

R2 = 52.4 kW (92)
R3=2.3kW

3.2.3.2 Réalisation électronique du filtre

A l'aide de ces deux cellules, on n'a que la premiere partie du filtre passe-bande décrit
au82.2.3 ! La seconde partie nécessite encore deux cellules (cellules 3 et 4), dont laréalisation
est similaire a ce qu'on vient de voir ici.
On montre que la cellule 3, parmi toutes |es solutions possibles, peut se modéliser ains :

g, =35

G =136

Cl=C2=47nF

(93)

R1=21kW

R2 =57.3kW

R3=1.2 kW

De la méme maniére, on montre que la cellule 4 peut se modéliser ains :
g, =35
G =197
Cl=C2=47nF )
R1=21kwW
R2 =828 kW
R3=1.8 kW
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Le montage fina du filtre est illustré par la Figure 61.

47nEl
-1 475 kKW 47 nF w
524 K
26 kK 47I InF [ 47 nF
—] ] ] = 236 kW I |
—1 ] —| -
Ue +
19 KW +
¥ 23 kW
47nq
1 57.3 KW 47nF
21 KW 47”nF | T 82.8 kW
r— 1 2 W 47 nF
— I P I >
12 kKW +
1.8 KW u;"
Figure 61

3.3 Cellule passe-bas d'ordre 1

Une cellule passe-bas d'ordre 1 a forcément un seul pble négatif réel. Elle Sexprime aing :
G
1+a>S

On peut laréaliser de deux manieres : al'aide d'un simple filtre RC ou al'aide d'un
amplificateur opérationnel.

H(S)= (99)

3.3.1 Reéalisation a l'aide d'un filtre RC simple

Cette rédisation a le défaut d'avoir une impédance de sortie non-nulle. Cela n'a pas (trop)
d'importance s on attague ensuite un circuit a trés haute impédance d'entrée et qui ne
consomme pas de courant. Si au contraire on attague un circuit qui a une faible impédance
d'entrée, ou encore un circuit qui consomme du courant (convertisseurs A/D 1), alorsil vaut
mieux se tourner vers une solution a amplificateur. Par ailleurs, le gain G d'un tel filtre est
forcément 1.

Il est clair que dans le cadre d'un filtre d'ordre impair, le circuit RC doit étre la derniére
cellule, puisgue toutes les autres ont une impédance d'entrée pas tres haute.
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LaFigure 62 nous montre un circuit RC passe-bas classique.

] .

Ue C—— Us

/ /

Figure 62

En fixant la valeur de la capacité C, on trouve R immédiatement :

a
w, >XC

R = (96)

Et lafréquence 3 dB delacdllule:
fo
a

f3dB

3.3.1.1 Exemple

Soit lafonction de transfert :

1

H(S)=
()1+2>6

(97)

avec fp = 10 kHz.
Si on fixe C=1 nF, on trouve :

2

R=—%  =318kwW (98)
2p ¥, xC
La fréguence g est ici différente defo :

- 10KHZ _ 5z (99)

f3dB

3.3.2 Reéalisation a l'aide d'un amplificateur opérationnel

Cette rédlisation est idéale : impédance de sortie quasi- nulle, et possibilité de gain différent de
un. Cependant, comme ce montage nécessite un ampli, on peut se poser la question de savoir
Sil ne serait pas judicieux de monter |'ordre du filtre de un. Dans ce cas, on aurait un ordre
forcément pair, mais le nombre d'amplis utilisés est identique.
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LaFigure 63 nous montre un circuit de premier ordre avec ampli.

Ue +

/

Figure 63

En fixant la valeur de la capacité C, on trouve pour R1 et R2 :

a
w, >xC

Rl:&
G

R2 =

Et lafréguence 3 dB delacelule:

deB

3.3.2.1 Exemple

Soit la fonction de transfert :

3
1+ 2:S

H(S)=

avec fo = 10 kHz.
S on fixe C=1 nF, on trouve :
-2
2p X, >xC

Rlz% =10.6 kW

=31.8kW

La fréguence g est ici différente defo :

_10 kHz
2

f g =5kHz
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3.4 Cellule passe-haut d'ordre 1

Une cellule passe-bas d'ordre 1 a forcément un seul pble négatif réel. Elle sexprime ainsi :
H(S) =G &S (104)
1+a:S
Ici également, on peut laréaliser de deux manieres : al'aide d'un ssimple filtre RC ou al'aide
d'un amplificateur opérationnel.

3.4.1 Réalisation a l'aide d'un filtre RC simple

Le probléme est ici identique a celui que nous avons étudié au 83.3.1. Cette réalisation ale
défaut d'avoir une impédance de sortie non-nulle et le gain G d'un tel filtre est forcément 1.

LaFigure 64 nous montre un circuit RC passe- haut classique.

N .

|
C
Ue R Us
J 4
Figure 64

En fixant lavaleur de la capacité C, on trouve R immédiatement :

R=_—2
w, >C

(105)

Et lafréguence 3 dB delacelule:

3.4.1.1 Exemple
Soit lafonction de transfert :

2:S

H(S)=
® 1+ 2:S

(106)

avec fo = 10 kHz.
S on fixe C=1 nF, on trouve :

2

R=—>—=318kwW (107)
2p X, xC

La fréguence f3gg est ici différente defy :

fup = = 5KkHz (108)
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3.4.2 Reéalisation a l'aide d'un amplificateur opérationnel

Cette rédlisation est idéale : impédance de sortie quasi- nulle, et possibilité de gain différent de
un. Cependant, comme ce montage nécessite un ampli, on peut se poser la question de savoir
sil ne serait pas judicieux de monter |'ordre du filtre de un. Dans ce cas, on aurait un ordre
forcément pair, mais le nombre d'amplis utilisés est identique.

LaFigure 65 nous montre un circuit de premier ordre de type passe-bas avec ampli.

" | -
u -
Ue| +
Us
/
/
Figure 65

En fixant la valeur de la capacité C, on trouve pour R1 et R2 :

R1=—2
W, xC (109)
R2=GxR1

Et lafréquence 3 dB delacdlule:

—h

0
a

deB

3.4.2.1 Exemple

Soit lafonction de transfert :
4:S

H(S)= 110
® 1+2:S (110)
avec fo = 10 kHz.
Si on fixe C=1 nF, on trouve :
1= L = 31.8kW
2px,>C (111)
R2 =GXR1=2xR1=63.6 kW
La fréguence f3gg est ici différente defy :
foo =0 ;HZ = 5kHz (112)
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Annexe: poles et zéros

1 Introduction

Comment retrouver lafonction de transfert d'un passe-bas quand on connait ses poles et ses
z&os ?

On pose, comme dans le cours :

Ly P PIY )
WO WO fO
S: variable de Laplace
S: variable de Laplace normée
Wo: pulsation de référence
fo:  fréguence de référence

W:  pulsation (ou fréquence) normée

On admet que notre fonction de transfert passe-bas possede m zéros et n pdles (avec m < n).

On connait :
H(S) = kv(S' Z):(S-Z,):..:(S- Z,) @
(S- P)XS- B)x.XS- R)
1.1 Filtre sans zéros
Lorsgue I'on n'a pas de zéros, I'éguation (2) devient :
H(S) = k> = €

(S- P)XS- P)x.XS- R)

On sait que S=0 lorsque f=0 (voir (1)). Si on veut H(f=0)=1, ce qui semble normal pour un
passe-bas, on trouve :

1

H(0) = k =1 4
R FAY IR E A @

Donc :

k=(-R)<{R)<.)4-R) (5)
Onreprend (3) :

H(S) = (-PR):(P):() (- R) ()

(S- P)XS- P)x.4S- R)

Souvent, il est beaucoup plus pratique d'écrire (6) de cette maniére :

HS) = —iox T8 x T ™

" (S-R) (S-P) T (S-P)
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Si deux pdles sont conjugués complexes, on peut les regrouper :

B P R P
(S P) (5 F) S-2Re(R)*+IR]

De plus, pour fixer lesidées:

IR _ W

2 2
S-2ReBIFIRF g, Yo gy
O
Donc .
W, =| R |
— Wp
b T 2xRe(R)
1.1.1 Exemple

Imaginons un filtre avec les pbles suivants (plan de Laplace normé) :
PL=-05 P,=-3 P3=-1-2 Py =- 1+2]
On applique (7) :
H(S) = 05 3 _ 1+2] x 1- 2j .
S+05 S+3 S+1+2j S+1- 2j

On simplifie en tenant compte de (8) :

15 5
H(S) == -
S +356+15 & +2:6+5

Les deux cellules de second ordre ont |es caractéristiques suivantes selon (10) :

W, =415 W,, =5
J15 /5
qpl = E =0.35 qu = 7 =112
Si on veut H(f), on adonc selon (1) et (12) :
15
H= g o f_ oo . f
15- g—g Fp85- 5.2 2 40l
fo (4] fo fo (4] fo

8)

9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)
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1.1.2 Interprétation géométrique

Imaginons un filtre avec les pdles suivants (plan de Laplace normé) :

Pr=-05 P.=-3 P3=-1-2 Py=-1+2

Lavariable de Laplace s est composée d'une partie réelle et d'une partie imaginaire. Lorsgue
I'on est dans le domaine de Fourier, on ale cas particulier S=j¥\V.

On applique (7), sachant que k = 0.58%5=7.5:

1 1 1 1
H(W) =k x x x X 15
AW JW-(-0.5) jW- (-3) jW- (-1- 2j) jW- (-1+2j) (4

Le résultat graphique :
Im(S) =jW

A

Re(S)

Figurel

On voit que le module [H(W)| est inversément proportionnel au produit des modules des

vecteurs reliant jW aux poles respectifs. La phase arg(H(W)) est égale a moins la somme des
phases de ces vecteurs.
Plus formellement, pour notre exemple :
1 1 1 1
|[HW) |= kx- *— x— — X— . (16)
| (W+0.5] [jW+3] |jW+1+2j| |]W+1- 2j]

ag(H(W) =- (arg(jW+0.5) +arg(jW+3) +arg(jW+1+2)) +arg(jW+1- 2j))
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Si on vajusqu'au bout :

1 1 1 1
| HW) |= k>

WV 1025 W +9 J(w+2) +1 J(w 2)? +1

(17)

&  x&Wo aVo aN+20 aV- 260
TUH(W) =- gactdgre - gl 2 g e arcge
1.2 Filtre avec zéros

Lorsgue I'on n'a pas de zéros, I'éguation (2) ne change pas. Si on veut cependant H(S=0)=1,
on trouve pour K :

_ CR)ER):C):CR)

- Z)X-Z) %) X- Z,)

A noter que, au contraire des poles, les zéros peuvent étre situés nimporte ou dans le plan
complexe. Sils ne sont pas purement réels, alors ils sont forcément conjugués complexes.

(18)

Sans sétendre trop dans les détails, on va prendre un exemple.

1.2.1 Exemple

Imaginons un filtre avec les pdles suivants (plan de Laplace normé) :
P1=-05 P,=-3 P3=-1-2 Py = - 1+2]
et les zéros :

Z1=-1 Zo = 2] Z3=-2]

On réécrit (2), en calculant directement k pour que H(0)=1 :
e(S+]) AS- 2)) (S+2])u € 05 3  1+2j 1- 2j l‘:l

H(S 19

= 1 - 2j 2j U gs+05 S+3 S+l+2] S 1 2t (19)
Bien entendu, si on cherche le facteur multi pllcatlf k décrit plus haut (voir (18)):

1 1 1 U

H(S) =k 4(S+1 XS- 2j){S- 2 X X x 20

© =lo{is+xs- 2) 1s- 2)]g +o5 5+35+1+2 5+1- 28 @
avec k = 0.5:3: (1+2)):(1- 2j) _ —1875

(D) x(2)) {- 2)) 4

S maintenant on regroupe les conj ugués complexes:

H(S) = k{(S+1) XS + 4)| ! 1 ¢ 1)

85+05 S+3 SZ+2>6+5H
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Pdbles et zéros doivent a présent étre regroupés. En principe, on regroupe les poles et les zéros
les plus proches (voir Figure 2).

4 Q 2 Re(S)
Figure2
Donc :
HE = kgt S *4 (22)
S +35X5+15 S +2xX5+5
avec k=1.875



Abaque de Bessel

Cette abaque permet de déterminer I'ordre n d'un filtre de Bessel connaissant : W = 1/k et Amin.

=N
. B
=k
REE
SIS :
:5,3\, |
NN
I 1§ 2
|
|
g | i
| |

A (dB) J
40
30
120
/3,__1.
— 2 110
|
1-00
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0-80




Abaquede Cauer (filtreselliptiques)

Cette abague permet de déterminer I'ordre n d'un filtre elliptique connaissant :
Wk = 1/k, Amin et Amax.

A max A min
! ! 12 R x
: n:nﬁg/s// i //
S S AR SR
i 97%/// VAT
:: 19[]00 8 // V /‘/ !//
fo WILL x|
1 T 70 Rl /;j/ /ﬂ"/
1 i 25
to o JI7X 130
/

§ o i V//

15 T g - B W LB

?/!r



Abaquede Cauer (filtreselliptiques)

Cette abague permet de déterminer I'ordre n d'un filtre elliptique connaissant :
Wk = 1/k, Amin et Amax.

A max A min
! ! 12 R x
: n:nﬁg/s// i //
S S AR SR
i 97%/// VAT
:: 19[]00 8 // V /‘/ !//
fo WILL x|
1 T 70 Rl /;j/ /ﬂ"/
1 i 25
to o JI7X 130
/

§ o i V//

15 T g - B W LB

?/!r



Filtre elliptique : paramétres

TABLEAUX ET COURBES DES FILTRES DE CAUER 237
W |CIRCUIT K m q 9 m Fes Fr Vo FGHCTIOM DE TRAWSMISSION
k| H 2ehbi [ La3842 | Du28T3 | 0.2281 bak2G 1a639 | 1070 |i0.897e c0 881741171 Cuosl1Pt 41}
z D.9901 1 QePFOP+1]
& 1 |Es0%a | 340573 | 0e2118 | De0B¥2 | se7isi - = lr1e338e” +1.8022901 171 D.08kTRE 4]
2 |lewDa | De55F2 | De&®3I9 | DaM8AY | 240882 | 1.0Ta | 1.72% [10.77Pt+0.3290F+1 /1 C.23420% 41}
5 1 1ebBa ls1280 Dastl? OeaQ78 2e1728 -, - |1.155Fi1-1.n!n‘l';41|f| Cezlier 41
2 1,153 | Dadp2e | DahB0S | 2.2506 leat®a 14079 | 24273 [10.875F +0. 188 TPl /1 Qaabd3p? +17
3 lak®12 1 lan9iP+1)
] 1 G2 Jamd2n De2T88 D059 Jablnl = - 12:080F% +2.2T19%=11/1 Q.0T81P 41
2 1191 LELFLT Dabas2 l+2888 1.5032 0,990 1038 Il.lﬁﬂpa*ﬂ-ﬁll!!-ﬂ'illr‘l Gabb2pt )
" LaD&n Dalbas DeBlai ha821 1.227% 1.024 20550 | 10.991P% 20, 1028F=1 1 /1 Cambasp? 1)
7 1 Ten29 | leZi48 | 0«%28% | Cua27TH laR925 = - 11a588F w1, 081 2Pe] 171 Qa2TRLIRT 41
z La0TE | Qalbkt | D.B05] 1.08l18 le2420 0.981 Lodhb |1 1.07T4F  +0.200BP+1 1 /1 Q.648207+1)
3 (103 | 0.0890 | 0aA9EY [1040704 | LellSé | 14019 | 24883 ||0.962F  +0.0958F=11/1 Da803387 41}
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