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Dans cette introduction nous allons montrer a partir d'un exemple simple la nécessité
de développer des for mes standar ds des fonctions de transfert desfiltres analogiques et de la
méme maniere nous montrerons le besoin d'une méthodologie de conception des filtres
numeériques.

Prenons donc le cas simple d'un filtre passe-bas du premier ordre, dont le schéma
électrique est représenté ci-dessous :
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Fig. 1 Filtre anal ogique passe-bas du premier ordre

Ecrivons |'équation différentielle régissant le fonctionnement de ce filtre, il vient :

v, =v,(0) + re M ®

Soient V(p) et V4(p) lestransformées de Laplace de V (t) et V (t), écrivons lafonction
de transfert H(p) = V«(p)/V«(p) du filtre, on suppose V (t=0)=V ((t=0%)=0:

Vi(p) 1
Ve(p) 1+ RCp

H(p) = @

La fonction de transfert H(p) est ici du premier ordre car I'équation différentielle
régissant le circuit est du premier ordre.

Les filtres du premier ordre sont en général peu performants (pente d'atténuation
limitée a -20dB/décade). On peut a partir de la simple cellule R-C précédente construire des
filtres dont la pente datténuation est &-20dB/décade, il suffit par exemple de disposer
plusieurs cellules en cascade. L'équation différentielle régissant le fonctionnement d'un tel filtre
constitué de N cellules serait de le forme::

d™Vv (t) d™ v (t)

dt; tay, dt Nt + X><X+Vs(t):Ve(t) (3

ay

Soient V(p) et V4(p) les transformées de Laplace de V(p) et V(p), la fonction de
transfert H(p) du filtre sécrit :

vi(p) 1
V,(p) “ayp" +ay,pht+ oex +1

e

H(p) = (4)

Il est facile de prédire le comportement pour f ® O et f ® ¥, en effet :



H(jw)|® 1sf® 0 et |H(jw)® aij Sf® ¥ 5)

N

La pente d'atténuation est donc de -Nx20dB/décade, il sagit ici d'un filtre passe-bas
du Nieme ordre. Il est par contre plus difficile de prédire le comportement du filtre pour les
fréquences intermédiaires, celui-ci dépend des coefficients g(j = N, N-1, ..., 0), remarquons
qu'il existe une infinité de filtres passe-bas du Ni¢me ordre. Pour faciliter la synthése des filtres
(faire la synthése c'est chercher la fonction de transfert H(p) telle que la courbe de réponse en
fréquence obéisse a un certain gabarit), on utilisera donc des fonctions standards, c'est adire
des fonctions de transfert H(p) avec des coefficients g choisis tels que H(jw) présente certaines
caractéristiques intéressantes.

Larédisation desfiltres fait de plus en plus souvent appel aux techniques numériques.
Trés succinctement, il sagit d'échantillonner le signal analogique d'entrée V (t), on dispose
donc de V(t) aux instants nT, , ol T, est la période d'échantillonnage, et on fait subir a ces
échantillons une transformation mathématique. Prenons le cas par exemple du filtre passe-bas
de premier ordre, a I'équation différentielle précédente on fait correspondre une éguation aux
différences finies de laforme:

(nTe) j \-T-S((n - 1)Te) (6)

e

v, (nT,) =v,(nT,) + R

On obtient alors la relation de récurrence suivante permettant de calculer le nieme
terme de V4 connaissant le (n-1)ieme terme et le n'éme terme de V,, .

7

vs(nTe):gTeT—Cm;d/s((n- )T.) z . IeRC;d/e(nTe) (7)

Un filtre numérique, c'est d'abord un agorithme de calcul. On peut bien entendu
restituer un signal analogique V_(t) & partir des échantillons Vs(nTe) en effectuant par
exemple la convolution par un bloqueur dordre zéro de réponse impulsionnelle
h(t) :[Ue(t) - U (t- Te)], le signal de sortie est alors noté volontairement V_(t) pour le

distinguer du signal V(t) correspondant a I'opération de filtrage analogique. Nous étudierons
par la suite les différences entre ces deux signaux.

Ici encore I'intérét des filtres du premier ordre est limité ; il nous faut donc établir des
relations de récurrence correspondant a des filtres d'ordre N. Comme précédemment, il est a
priori possible de partir de I'équation différentielle d'ordre N et d'écrire I'éguation aux
différences finies correspondante. On voit tout de suite la "lourdeur" de cette démarche. En
effet, écrire par exemple la dérivée d'ordre 4 sous forme de différences finies reléve presque
des "travaux d'Hercule" !... . Il nous faut donc développer une méthodologie smple
permettant d'obtenir rapidement les fonctions de récur rence des filtres numériques.

Les coefficients des filtres sont en généra caculés par utilisation de fonctions
modéles. Les fonctions modéles utilisées pour la synthese des filtres sont soit la réponse
impulsionnelle soit laréponse en frééquence de filtres anal ogiques connus.

Dans le cas d'une fonction modéle de type réponse impulsionnelle, les déments h(k)
de la réponse impulsionnelle numérique sont obtenus en caculant h(t), la réponse



impulsionnelle du filtre analogique, aux instants t=kT,. La fonction de transfert en Z du filtre
Sécrit donc :

H(z) =& h(k)z (8)

Si la fonction de transfert H(z) est connue, aors il est facile d'écrire I'équation de
récurrence.

En général, on priviligie laréponse en fréguence plutdt que la réponse impulsionnelle,
dans ce cas lafonction modé e utilisée est la réponse en fréquence d'un filtre analogique connu.
La procédure est aors la suivante : connaissant la fonction de transfert analogique H(p) (ou
H(w)) on cherche une relation fonctionnelle p = f(z) telle que la fonction de transfert

isochrone Tn(jw) du filtre numérique soit la plus proche possible de H(jw) ; rappelons que
Tn(jw) est égal H(z) calculé pour z= exp(ije) :

Fonction de transfert Reation Fonction de transfert
analogique ® fonctionnelle ® numérique
H(p) p=1(2) H(2)
Relation de
récurrence
y(n) = o<

Cette démarche nécessite d'une part de connditre les filtres analogiques et d'autre
part de trouver une relation fonctionnelle p = f(2).
Les filtres numériques, dont nous venons de parler conduisent a des relations de

récurrence, c'est a dire que I'échantillon Vs(nTe) est obtenu & partir de Vs((n - 1)Te) et dansle
cas plus généra a partir des échantillons Vs((n- j)Te), avec j=1, 2, ... etc. Finalement

|'échantillon Vs(nTe) dépend de toute I'histoire du signal V. (t), ou plutét des Ve(nTe). Clest

également vrai dans le cas des filtres analogiques, autrement dit ces filtres ont des réponses
impulsionnellesinfinies. Les filtres numériques ains réalisés sont classés dans la catégorie des
filtres RIl ou IR (Réponse Impulsionnelle Infinie ou Infinite Impulse Response), ou encore
filtresrécursfs.

Les techniques numériques permettent cependant de réaliser des filtres non récursifs.

En effet, on peut réaliser des filtres dont |'échantillon Vs(nTe) est smplement calculé a partir

d'un nombre fini d'échantillons Ve(jTe) avecj=n, n-1 »x,6 M. Ces filtres ont donc des

réponses impulsionnelles finies, il sont classes dans la catégorie des filtres RIF ou FIR
(Réponse Impulsionnelle Finie ou Finite Impulse Response).

Les coefficients des filtres RIF peuvent étre calculés par troncature de la réponse
impulsionnelle d'un filtre idéal. Les filtres RIF ont I'avantage d'étre toujours stables, par contre
ils nécessitent un grand nombre de coefficients ce qui augmente le temps de calcul et la place
en mémoire.



[1- Filtrage analogique
On distingue cinq types defiltres:
- filtre passe-bas
- filtre passe-haut
- filtre passe-bande
- filtre r§ecteur
- filtre déphaseur pur (gain constant g.g.s. la fréquence et phase dépendant
de la fréguence).
Un filtre analogique est caractérisé par sa fonction de transfert H(p) ; le gain
complexe H(jw) est obtenu en faisant p=jw dans H(p). D'une maniére générale H(p) se présente
sous laforme:

J .
aap
H(p) = -=° avec M£N (9)
ab;p’
j=0

L'ordre d'un filtre est donné par le degré du polynome du dénominateur, c'est adire N.
C'est le degré de I'équation différentielle régissant e fonctionnement du filtre (voir par exemple
équations (3) et (4) ci-dessus). L'ordre du filtre définit le comportement asymptotique quand w
tend vers zéo ou l'infini. Par exemple, pour un filtre passe-bas d'ordre 4, la pente de

20Loglo|H(jw)| en fonction de Log;gw sera de -80dB/décade quand w® ¥ . L'ordre d'un

filtre est donc une caractéristique importante. Les filtres d'ordre deux et d'ordre un occupent
une place de toute premiere importance, en effet un filtre d'ordre N quelconque peut étre
réalisé a partir d'un ensemble de filtres d'ordre deux et un s nécessaire.

filtre
ordre 5

filtre filtre filtre
ordre 2 ordre 2 ordre 1

Fig. 2 Rédlisation d'un filtre d'ordre 5

Lesfiltres d'ordre un ne présentent pas de difficulté. Leur fonction de transfert est soit
H(p) :]/(1+tp) pour un filtre passe-bas, soit H(p) :tp/(1+tp) pour un filtre passe-haut

avect reedl.

On peut se poser la question de I'intérét des filtres d'ordre deux, en effet il est a priori
possible de rédiser un filtre d'ordre deux a partir de deux filtres d'ordre un. La mise en cascade
de deux filtres d'ordre un constitue bien un filtre d'ordre deux, elle ne permet pas toutefois de
réaliser tous les filtres d'ordre deux, en effet les pdles de H(p) sont dans ce cas toujours réels.
En conséquence nombre de filtres d'ordre deux ne sont pas réalisables par la mise en cascade
de deux filtres d'ordre un.



Nous allons nous intéressé plus particulierement aux filtres d'ordre deux de type
passe-bas. Les filtres passe-bas sont de toute premiére importance, d'une part parce qu'ils sont
trés utilisés et d'autre part parce que la synthése des autres filtres est grandement facilitée par
la connaissance des fonctions de transfert des filtres passe-bas (voir suite du cours).

I1-1- Filtres passe-bas d'ordre deux

Lafonction de transfert d'un filtre passe-bas d'ordre deux est donc delaforme:

H(p) = —— 22— (10)
b, +bp+b,p

A cette forme, on préfére la forme canonique suivante :

2

0 11
P Py Qi )

W,

H(p) = A

dans laguelle A p est la gain aux basses fréquences, en effet |H(jw)|w®0 =Ap, W est la

fréquence caractéristique et Q est appelé coefficient de surtension, la justification de ces deux
grandeurs apparaitra clairement par la suite.
Le module de H(jw) est donné par :

1

|H(jW)| = A - 32 (12)
S wio aw 187
gé wZg gwo Qo 9

Une étude rapide de |H(jw)| en fonction de w montre que |H(jw)| présentera un

d/H(jw)

maximum s QFfil/+/2 ; en effet aw

Dansle casou QfD.707, il est facile de montrer que:

=0 implique que 2w? =W02(2- J/QZ).

Ap

H{jw e =———=» QA . s Qffl (13)
| ( )|W=W0(1- I/ZQ )]/ é 1 1 l;ll/z LP
§Q° Q*f

c'est laraison pour laquelle Q est appelé coefficient de surtension.

Pour une méme valeur du coefficient Q, les tracés 20log,o|H(jw)| fonction de logqw
se déduisent les uns des autres par une simple trandation, avec ce systéme d'axe il existe donc
une infinité de tracés suivant la valeur de la pulsation caractéristique wy. Il est possible de
ramener tous les tracés ayant une méme valeur de Q a un tracé unique a condition de prendre
comme axe des x non plus log;gw mais 10g;o(W/wy).



L'dlure de 20IoglO|H(jw)| en fonction de log,o(Ww) est représenté ci-dessous pour
trois valeurs différentes du coefficient Q (Q=0.707, Q<0.707 et Q>0.707).

20l0g 10\ H(w) \
. Q>0.707

20log 10 A o Q=0.707

Q<0.707"

pente de -40dB/décade Iog10 (wiw 0)

0dB

Fig. 3 Courbes de gain pour Q=0.707, Q<0.707 et Q>0.707

A I'écriture de I'équation (11) on préfére une €criture en variable réduite, a cet effet on
pose s=p/w,, dans ce cas |'équation (11) sécrit :

1

H(p)® H(9 = ALPW

(14)

Lafonction de transfert (14) est appelée fonction de transfert nor malisée.
Suivant lavaleur de Q lesfiltres portent des noms différents, on distingue :

a) Q=0.707 ® Butterworth

b) Q=0.577 ® Bessdl

¢) Q=0.863 ® Chebyschev (ripple band = 0.5dB)
Q=1.128 ® Chebyschev (ripple band = 2dB)

P Les filtres de Butterworth ont les courbes de réponse les plus plates dans la bande
passante (pas de rebond), ce sont les filtres les plus utilisés. Dans la suite du cours, nous ne
présenterons la synthese des filtres uniquement a partir des filtres de Butterworth. Dans le cas
des filtres de Butterworth, la pulsation caractéristique W, est égale ala pulsation de coupure a
-3dB. En effet compte tenu de la relation (12), le module de H(jwg) est égal a A p/ /2 pour

w=wg s Q=1/~/2.

P Les filtres de Chebyschev présentent une pente d'atténuation (roll-off) supérieur a
40dB/décade au voisinage de la fréguence de coupure. Les filtres de Chebyschev sont
caractérisés par une ondulation dans la bande passante (ripple band), voir la définition sur le
graphe de laFig. 4.

Lesfiltres de Chebyschev sont caractérisés par la valeur de Q et |a pulsation Wy, ; C'est
la pulsation pour laquelle le gain est de nouveau égal a A p, c'est adire le gain ala fréguence
nulle. Pour un filtre de ripple band=0.5dB, on a la relation :wg = 1231wyg, pour un ripple
band=2dB : wq = 0.907Wqyg -



20009, H(W)|
— [ rippleband
20IoglOA Lp endB

Iog10 (wiw 0)

0dB

Iog10 ( WOdB/WO)

Fig. 4 Filtre passe-bas de Chebyschev d'ordre deux

P Dans le cas des filtres de Bessdl, la pulsation de coupure a -3dB est reliée a la
pulsation caractéristique w, par la relation : wy =1274w_445. L'intérét des filtres de Bessel

réside dans la phase linéair e aux basses fréquences. Trop souvent, on oublie la phasej (w) des
filtres, or sa variation avec la fréguence est un éément important dans une opération de
filtrage, pour sen convaincre prenons le cas dun signal congtitué de trois sinusoides :

et) = Asin(wlt) + Bsin(wzt) + Csin(w3t). Le filtre est congu par exemple pour éliminer la
pulsation  wy>wy, W, ; le signd espéré en sortie du filtre est donc

S, (1) = Asin(wlt) + Bsin(wzt). Supposons que le gain du filtre est voisin de I'unité pour les
deux pulsations w; et w, et pratiquement nul pour ws. Soient j (wy) et | (W) les phases
respectives pour les deux pulsations w; et w,. Le signal s(t) apres filtrage sécrit donc :

s(t) = Asin(wlt +] (wl)) + Bsin(wzt +] (wz))

Le signa aprés filtrage est déformé, sauf si la phase j (w) = arctg(H(jw)) du filtre

varie linéairement avec la fréguence, en effet dans ce cas on peut écritej (w)=kw par exemple,
et lesigna s(t) sécrit :

s(t) = Asin(wlt + kwl) + Bsin(wzt + sz)
= Asin(w, (t +k)) + Bsin(w, (t + k))
=S (t+Kk)

En conclusion, s laphasej (w) varie linéairement en fonction de la fréquence, le signa
et smplement trandaté mais non déformé. Pour quantifier la dépendance de j (w) en

fonction de w, on introduit le retard de groupe t = deW (group delay) ; un filtre a phase

linéaire a donc un retard de groupe constant. En pratique, on ne peut pas réaliser un filtre
analogique a phase linéaire, le filtre de Bessel est celui dont la phase varie la plus linéairement
en fonction de la fréquence dans la bande passante.



NB : Le filtre passe-bas idéal serait celui dont la réponse en fréquence aurait I'allure
suivante (gain unité dans la bande passante et phase nulle) :

Gan
1

o
-
—

Phase

Fig. 5 Passe basidéal

La réponse impulsionnelle dun tel filtre est donnée par la transformée de Fourier
inverse de H(f), avec H(f) =1 pour -F<f<F; et H(f)=0 ailleursd'ou :

. sin(2pF_t
h(t)=6; e!?" df =—(prt) )

Il et clair qu'un tel filtre et irréalisable, en effet il sagit d'un filtre non causal (la sortie
précéde |'entrée).

Nous verrons dans la suite du cours qu'il est possible de réaliser des filtres numériques
RIF a phase linéaire.



[1-12- Filtres a capacités commutées

Dans les filtres universels la pulsation caractéristique w est fonction des constantes de
tempst et t, des deux intégrateurs. La modification de w, n'est donc pas tres aisée. Lesfiltres
a capacités commutées offrent une alternative a ce probléme, en effet dans ces filtres la
pulsation w, est fixée par lafréquence f, d'un signal logique.

Le schéma éectrique de base d'un filtre a capacités commutées, ici un intégrateur, est
donné alaFig. 16.

logique de
commande ala
fréquencef o

Fig. 16 Schéma de base d'un filtre a capacités commutées (intégrateur)

Les interrupteurs K, et K, (MOSFET en commutation) sont fermés ou ouverts en
synchronisme avec un signa logique de fréquence f,, suivant le chronogramme de la Fig. 17.

Au niveau logique '1' le condensateur C, suit le signal d'entrée U,. A l'instant nT, par

exemple latension aux bornes de C, est égale aU4(nT,). A l'instant nT,, C'est & dire au niveau
logique ‘0" la charge du condensteur C, est transférée intégralement au condensateur C. Cette
opération seffectue en un temps nul s on néglige la résistance des interrupteurs K, et K,. La
tension aux bornes de C restera constante jusqua l'instant (n+1)T,, (en pratique C se
déchargera tres faiblement, d'une part a cause du courant de polarisation de I'amplificateur
opérationnel et d'autre part a cause de la conductivité électronique du matériau congtituant le
diéletrique du condensateur, ces deux quantités restent cependant tres faibles).

Pour déterminer le comportement du filtre en fréquence, I'utilisation de la transformée
en Z simpose. Dans une premiére approche nous faisons cependant un raisonnement simplifié
sansintroduire cet outil mathématique.

a) Approche simplifiée du filtre

Nous allons montrer que le filtre se comporte comme un intégrateur de constante de
tempst=RC avec Ry =U/Cif=TJC;. A cet effet, supposons un signal dentrée U=AU(Y)
avec U(t) lafonction échelon. Le signal de sortie U est constitué de marches d'égale amplitude



comme le montre la Fig. 18. En écrivant la conservation de la charge, on obtient une hauteur
CA
de marche de <

. _ K1 fermé | K 1 ouvert | K 1 fermé
signdl logique Ko ouvert | Ko fermé | Ko ouvert
de commande "
des interrupteurs
IOI t
nTq (n+%)Te (H+1)T,
Ue
t
tension aux
bornes de C1
t
U
S -C1U(nTe)
[ C
nTe (n+1)Tg

Fig. 17 Principaux signaux du schémade laFig. 16

Quelle devrait &re la valeur de Ry, du schéma (b) de la Fig. 19 pour que la droite D
passe par les sommets des marches ? La droite D a pour équation :

1A
C R

L'accroissement en valeur absolue de U's(t) (droite D) pendant une durée T, est donc

L .. 1A . A .

ega a: ER_Te' En comparant cette valeur a la hauteur d'une marche % on obtient :
eq

Req=Td/Cy.

On peut conclure que les schémas (a) et (b) sont des intégrateurs de fonction de
transfert H(p) =- %p avect = ReqC:z;—iC. Il est clair que le signal Ug(t) sera d'autant plus

proche du signal U's(t) que les marches seront petites donc que la fréquence f, sera éevée.

Pour étudier plus en détail le comportement du filtre, par exemple sa réponse
harmonique, il faut faire usage de latransformée en Z.



signal logique Te
de commande t
A
U t
S
' | N t
] -C,A
-A Te / |ﬂv El
/N

CR
eq A At
droite D
roite CReq

Fig. 18 Réponse du filtre & capacitées commutées a un échelon de tension

” C
Ug S o J_ 0 . 0 - c
u
c Lo s —
/I Ue .
R 1
/77 eq N US
logique de 77
commande ala
fréquencef o @ (b)

Fig. 19 Equivalence entre filtres a capacités commutées et filtre analogique

b) Traitement complet du filtre & capacitées commutées
Il est anoter que le signal de sortie Ug serait inchangé méme en présence d'un signal U,

tel que celui représenté en pointillésalaFig. 17.
Le filtre de la Fig. 16 réalise en fait trois opérations distinctes comme le montre la Fig.

20, on distingue :
1) un échantillonnage : les échantillons U (n) sont obtenus par échantillonnage

du signal U(t) alafrégquencef,
2) un traitement numérique des échantillons Ug(n) : a la suite des échantillons

U(n) on fait correspondre la nouvelle suite des échantillons Ug(n) :

U.(n)=U,n-1)- ClUT(n) (40)

L'équation (40) traduit seulement la conservation de la charge.



3) une reconstruction analogique par un bloqueur d'ordre zéro

[ reconstruction
Ue(t) ] _ U (n) transformation U_(n) gt U ()
échantillonnage |—£ des S analogique S
i i par blogqueur
échantillons d'ordre Zéro
opération n°1 opération n°2 opération n°3
?e%npaépg multiplication relation de récurrence convolution
domaine  convolution fon?ggghtrjgntéansfert multiplication
fréguentiel

Fig. 20 Différentes opérations réalisées par lefiltre de laFig. 16

Pour étudier la réponse harmonique du filtre, supposons une entrée de la forme

cosinusoidale U (t)=Acos(wgt) et cherchons a déterminer Ug(t) et son spectre.
Latransformée de Fourier de Ug(t) Sécrit (au sens des distributions) :

TF[U.O]=2{d(r - f)+d(f +1,)

Elle est constituée de deux raies d'amplitude A/2 situées aux fréguences -f,, et f, comme

le montre laFig. 21-a

Les échantillons Ug(n) sont obtenus par échantillonnage, c'est a dire multiplication (au

sens des distributions) par le peigne de Dirac :
U.(m=u.adt- kt) p T.E[U(n)]=T.FJu.®]A T.F.84 d(t- kT,)g
k €n u

A

T.F[U.(n)] :EA{d(f - fo)+d(f + fo)}ATié d(f - Kkf,)

e k e k

- a{d(f +f,- k) +d(f- f,- K,

Il sagit d'un spectre de raies d'amplitude A/2T,, situées aux fréguences ....-f-fg, -fot,

- fo fo, fefo, Tt ... cOmme le montre la Fig. 21-b.

Chaque composante de fréquence précédente est multipliée par la fonction de transfert

isochrone T,(jw) de I'opération n°2. T,(jw) est obtenue en calculant H(z) pour z = e avec
H(z) la fonction de transfert en Z déduite de I'équation de récurrence (40). D'apres (40), on

obtient respectivement pour H(z) et T,(jw) :



1

E 1
¢

c 1
C, (1- e ™)

H(@) =- P T, (jw)=-

La transformeée de Fourier des échantillons U4(n) est encore constituée de raies situées
aux fréquences ....-ffo, fotfg, - o, fo, fefo, fetfp, ... . L'amplitude complexe d'une raie est
obtenue en multipliant A/2T, par le gain T,(jw) calculé & la fréquence correspondante. Du fait
de la périodicité de T,(jw), on notera que |T, ( jw)| est le méme pour toutes les raies, voir la
Fig. 21-c.

@ TF.deU ()=Acos(wg t)
| | Al2
£t f
o) 0
(b) T. F. des échantillons U 4 (n)
|| N
I I L1 f
o -fotfo Tl fo fofo fotfo

T. F. des échantillons U (n)‘

© i
ATn(jWO)‘
|| L7 ]
| I | | I f
ffg Tty 1| Ty fofo fotfo
@ TR deug
777777777777777777777777777777777777777777 A 1
2 |jwqy (CTe/Cy)
-fO fo

Fig. 21 Spectres des différents signaux de laFig. 20

Le signal de sortie Ug(t) est le résultat de la convolution des échantillons Ug(n) par un
bloqueur d'ordre zéro de réponse impulsionnelle h(t) = U(t) - U(t- T.). La transformée de

Fourier de U(t) est donc obtenue en effectuant le produit : T.F.[Ug(n)]xH(jw), avec

_ él- e "1 o o
H(jw) = T.F.[h(t)]:éj—WQ. Le spectre de U(t) est encore constitué de raies situées en
e u

oo fo, fetfo, - o, fo, fefo, fetfo, ... , cOmMme le montre la Fig. 21-d.

L'amplitude complexe d'une raie de fréquence f est donnée par :



A 1 [e)  ac1_ a1
2T, C (1- e jw  2T.Cijw 2 & cCu
( ) szfeTeEQ

e 1 U

avec f=[ ...-ffq, -ftf, - o, fo, fofoy fotfor - 1.

On retrouve le résultat obtenu en a) : le filtre se comporte comme un intégrateur de
constante de temps T,C/C,. La sortie Ugt) du filtre sera dautant plus proche d'une
cosinusoide que la fréguence d'échantillonnage f,, sera grande devant |a fréquence de travail f,.

S par exemple, on impose que la raie située en f.-fy soit inférieure a 1% a la raie
principale située en f ; il faut satisfaire I'inégalite suivante :

1 1 1

<
T.C 100 T.C
2p(fe- fO) C]_ 2pf0 C]_

dou  f,3 100f,

En pratique il est conseillé de travailler avec f>50f.

NB : On pourra consulter, en annexe V, les caractéristiques techniques des filtres a
capacités commutés MF6 et MF10 de National semiconductor.

[11- Filtrage numeérique
Un filtre numérique est un algorithme de calcul qui fait correspondre a une suite
d'échantillons x(n) une autre suite d'échantillons y(n). Dans le cas le plus généra |'échantillon
y(n) sécrit :
M & .
y(n) = a bix(n-i)+gq ay(n- j) (41)
i=0 j=1

C'est une généralisation du bloc numérique du filtre a capacités commutées, ou
larelation de récurrence sécrivait :



y(n) =y(n- 1)- %x(n) (g =1letg =0pouri>1;by=-C,/Cetb; =0 pouri>0)

A partir de larelation (41) on peut distinguer deux types defiltres:
a) les filtres & réponse impulsionnelle finie (RIF) ou FIR (Finite Impulse
Response). Dans ces filtres tous les coefficients g sont nuls, on obtient donc :

i=M
y(n) = & bx(n- i) (42)
i=0

L'échantillon y(n) ne dépend donc que d'un nombre limité d'échantillons. La fonction de
transfert H(z) sécrit :

Y@ _ ™M
H(z)—m— ie‘obiz (43)

La transformée H(z) est aussi la transformée en Z de la réponse impulsionnelle h(n) ;

H(z) = 5 h(k)z ¥ . Il sensuit que b=N(i), les coefficients h(k) sont donc nuls pour k>M, c'est
k=0

la raison pour laguelle ces filtres sont appel és filtres & réponse impulsionnelle finie. Ce sont des

filtres toujours stables car la sortie revient toujours a zéro apres suppression de I'excitation.

Exemple defiltre RIF :

Soit le filtre obéissant a la relation suivante : y(n) =

w, seuls les deux

premiers coefficients by et b, sont différents de zéro. La réponse impulsionnelle de ce filtre est
représentée ci-dessous.

Réponse impulsionnelle

12

n

. A . x(n) +x(n- 1)
Fig. 22 Réponse impulsionnelle du filtre Y (N) = — 5

b) Filtres a réponse impulsionnelle infinie (RI1) ou IR (Infinite Impulse Response), ces
filtres sont encore appelés filtres récursifs. Dans ces filtres les coefficients g sont différents de
zé&ro, en conséquence un échantillon y(n) dépend de tous les échantillons x(n) passés. La
transformée H(z) de ces filtres sécrit :

s Yo 5 e 5
Y(@=a y(mz"=a ¢d bx(n- |)§z'n +acaayn- j)z"
n=0*~i=0 [}

n=0 n=0 €j=1



_3"baa§‘ n iz'”¢+yaaa§é n 'Z-n(.j
_iazb Iggo)(( ) p ja:.1 jggoy( )] P

En effectuant les changements de variables (n-i)=u et (n-j)=v, on obtient :

Y(2) =gl. bz’ 'X(2) +g. a2’ Y(2) = X(Z)gl. bz +Y(Z)g az!
i=0 j=1 i=0 =

d'ou lafonction de transfert H(z) suivante :

gbiz_i
H(z) =118 - i=0 (44
X(2) 1- g bjz'j

=1

La réponse impulsionnelle de ces filtres est donc infinie, en conséquence ces filtres
peuvent devenir instables.

Exemple defiltreRII :

. La transformée en

Soit le filtre obéissant a la relation suivante :y(n) = x(n)+y(n-1) +;/(n- D

Z de ce filtre sécrit : H(2) = La transformée en z inverse permet de déterminer

-1

n

1 ¢
I'dément h(n) de la réponse impulsionnele : h(n) :E%gﬂ . Il sagit bien d'une réponse

impulsionnélle infinie, le systéme est stable, en effet h(n)® 0 quand Nn® ¥ . La réponse
impulsionnelle du filtre est donné ci-dessous.

Réponse impulsionnelle
1/2

14

18
- | JJ16' dc

0 1 2 3

n

x(n)+y(n- 1)

Fig. 23 Réponse impulsionnelle du filtre y(N) = 5

I11-1- Critere de stabilité des filtres numériques
Comme pour les systemes analogiques la stabilité des sytemes numériques peut étre
déduite du lieu des pbles dans le plan complexe des z.



Soit donc H(z) la transformée en z d'un systéme numérique, la décomposition en
éléments simples de I'expression (44) conduit soit a des termes de laforme :

A A e
—_1) pour un pdle situé en z=a
-az

a) (1
soit adestermes:
) B+Cz!
(1- 2bz’?! +azz'2)

pour des pbles imaginaires conjugués situés en

21, =btjya®- b® avec|z,|=a.

Les transformées inverses des ces deux expressions sont respectivement (voir annexes
Il etlll):

A

m ® Aa"U(n) avec U(n) la séquence échelon
- az

B+Cz*
(1- 2bz'+a’z?
_(c/B)+b
“asnwT)

] ® B[a“{cos(an)+Ksin(an)}]U(n) avec coswT)=b/a

Ces deux suites convergent a condition que a eta soient inférieurs a l'unité. En
conséquence e critére de stabilité des systémes numériques peut Sénoncer comme suit :

Un systeme numérique est stable si le module des pdlesreste inférieur al'unité.

Dans le plan complexe des z le lieu des pbles d'un systeme stable est donc le cercle de
rayon unité.

Plan complexe des z

zone de

stabilité

Fig. 24 Plan complexe des Z et lieu des poles d'un systéme stable

Pour illustrer le critére de stabilité, nous éudions trois filtres numériques smples, un
filtre RIF et deux filtres RIl dont un est instable.



Exemplen°l:
x(n)+x(n- 1)

Soit le filtre RIF obéissant a la relation y(n) = >

, ce filtre a pour

-1
+
transformée en Z ; H(2) = 1+2

. H(2) présente donc un pdle en z=0, le systéme est donc
stable. Seuls les deux premiers éléments de la réponse impulsionnelle h(n) sont différents de
zéro ; h(0)=h(1)=1/2, h(i)=0 pour i 3 2.

Exemplen® 2:

Soit le filtre RIl obéissant a I'équation récurrente y(n) :W, ce filtre a
_z
2z-1

donc stable. Sa réponse impulsionnelle est : h(n) = (1/2)(1/2)", elle converge vers zéro
quand Nn® ¥ .

pour transforméeen Z ; H(2) = ( ) H(z) présente donc un pdle en z=1/2, le systéme est

Exemplen® 3:
Soit le filtre RII obéissant & I'équation récurrente y(n) = 2[x(n) +y(n- 1)], ce filtre a

2z
pour transformée en Z ; H(2) = m H(z) présente un pdle en z=2, donc a I'extérieur du
cercle unité, le systéme est donc instable. Sa réponse impulsionnelle est : h(n)=2(2)", ele
divergequand n® ¥ .

[11-2- Comportement fréquentiel des filtres numériques

Le comportement fréquentiel des filtres numériques est obtenu en éudiant la fonction
de transfert isochrone T,(jw); T,(jw) = H(z)|z=eije ou T, est la période d'échantillonnage
(voir annexe 1). T,(jw) est également la transformée de Fourier numérique des échantillons h(n)
de laréponse impulsionnelle (voir Vol .4).

¥
T,(iw) = H@| . =@ h(me ™™
n=0

7= eije

= 5 h(n) cos(nwT,) +j§‘ h(n)sin(nwT,) (45)
n=0 n=0

On rappelle que T,,(jw) est une fonction périodique de la fréquence, de période f=1/T,,
par ailleurs la partie réelle de T,(jw) est paire alors que la partie imaginaire est impaire. Pour
illustrer la signification de T,(jw), prenons la cas d'un systéme numérique attaqué par une

séguence Acos(WgnT). En régime permanent, la sortie du systéme sera encore une sequence
cosinusoidale, elle sécrit :

AlTa(iWo)| codWonT, +] o (wo)] avec j ,(w,)=arctg(T, (jw))

W=Wq

Remarque : La fonction de transfert isochrone T,(jw) est encore la transformée de
Fourier numérique de laréponse impulsionnelle h(n).



Pour les systemes analogiques, I'équivalent de T, (jw) est H(jw) obtenu en faisant p=jw
dans H(p). H(jw) est encore la transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle h(t) du

systéme analogique : H(jw) = 3 h(t)e ™dt pour un systéme causal.
Q

Il - 3 - Synthese desfiltres RI|

Les coefficients g et b; de la relation (41) sont généralement obtenus a partir d'une
fonction modéle.

La fonction modéle utiliste est soit la réponse en fréquence soit la réponse
impulsionnelle dun filtre analogique connu, par exemple un filtre passe-bas de type
Butterworth du 4eme ordre. Nous traitons successivement |les deux cas.

a) lafonction modéle est la réponse en fréquence : transformée bilinéaire
Soit donc un filtre analogique dont la fonction de transfert H(p) est connue. La réponse
en fréquence du filtre H(jw) est obtenue en calculant H(p) pour p=jw.

Filtre analogique

—| HP) ; HW) —

Filtre numérique

Us(n) - Te US

Ug(n)
(X) H@ Ty () —

S’R) R~
traitement filtre de

Echantillonneur numérique reconstruction analogique

Fig. 25 Equivalence entre filtres anal ogiques et numériques

Le filtre numérique équivalent comprend trois blocs. Le premier bloc rédise
I'échantillonnage, le deuxiéme bloc réalise le traitement numérique proprement dit, il est
caractérisé par une fonction de transfert H(z), le troisieme bloc est un filtre de reconstruction
analogique.

On rappelle que s le signa U, est a bande passante limitée B, €t s le filtre de
reconstruction est idéal avec une frégquence de coupure F; telle B, <F<foBmax aors Us=Ug
s H(2)=1, autrement dit Uy(n)=Ug(n).

En conséquence s on veut réaliser un filtre numérique qui effectue le méme traitement
que lefiltre ana ogique de réponse en fréquence H(jw), il faut vérifier I'égalité suivante :

H(wW) =H(P)| -y, = Ta(iW) =H(@) o (46)

H(z) est donc obtenu en faisant p = Ti log(z) dansH(p).
e

Exemple : prenons le cas d'un filtre passe-bas avec H(p)=1/(1+tp), on obtient
pour H(z) :




. . 1 1 1
On véifiebienque T (jw) = = =1x wt

1+ T Iog(ejWTe) 1+ _:_ jwT,

e e

=H(jw)

En généra, lafonction de transfert H(p) est sous forme rationnelle (quotient de deux

. . . : 1

polynomes en p), il sensuit que la transformée en z obtenue en faisant p:T—Iog(z) ne
e

conduit pas a une forme rationnelle pour H(z). S H(z) n'est pas sous une forme rationnelle

alorsil est impossible d'obtenir la relation de récurrence (41), et par conséquent d'implémenter
lefiltre.

On procéde aors a une approximation qui consiste a dire que T,(jw) sera proche de
H(jw) pour les basses fréquences, approximation tout a fait 1égitime. En effet, une opération de
filtrage numérique nécessite au préalable un échantillonnage a la fréquence F,, ce qui suppose
que toutes les fréguences supérieures a FJ/2 ont é&é diminées, sinon il y a repliement des
spectres.

. . 1 . .
En conséquence, la relation p:T—Iog(z) est approximée par la forme rationnelle
e
suivante :

2z-1
= 47
P Tez+1 (47)

obtenue en cherchant un développement quand pT, reste voisin de zéro.

démongtration : Si pT, reste voisin de zéro ; z est voisin de I'unité. Posons alors
z=(1+x)/(1-x) avec x <<1, et cherchons un développement limité de log[(1+x)/(1-X)]
pour X petit devant I'unité. Il vient :

Iogaé-k—xgzlog 1+x) - log(l- X)=(x- x*/2+x>/3+...)- (-x- x*[2- x> /3H..)
%1- X2

» 2X, en ne conservant que les termes au premier ordre.
Par ailleurs, x=(z-1)/(z+1), on obtient finalement :

-1
log(2) = 2%, d'ou larelation de passage de I'espace desp al'espace des z :

_2z-1

Tez+1




La transformation approchée (47) fait que les filtres analogiques et numériques auront
le méme gain pour deux fréquences f, et f,, différentes comme le montre la Fig. 26. Cherchons
larelation entref, et f,,.

fa Fol2

fn

Fig. 26 Filtres analogique et numérique ont méme valeur de gain pour deux fréquences f et f, différentes

Le gain du filtre analogique H(p) est obtenu en remplacant p par jw, et celui du filtre
numérique H(z) en remplacant z par el g aprés (47) larelation entre f, et f,, est donnée par

2z-1 2 (eJW - 1) 2 elWiT./2 (ejwnTe/2 e jwnTe/2)
=——® jw : _ :
P Te z+1 Wa = Te (eJWnTe +1) Te eJWnTe/2 (eJWnTeIZ +e JWnTe/Z)

. 2 . fo aep
jWaZT—ejtg(WnTe/Z) ® f, —? g

2 (48)
e 9

Sur laFig. 27, f, est tracé en fonction de f,,. On remarque que pour la fréguence f,=fJ/2,
le filtre numérique aura le gain du filtre analogique ala fréguence infinie (f, ® ¥).

a pente=1

.12 fe/2 f

Fig. 27 variation de f4 en fonction de f



Le facteur 2/T, de la relation (47) apparait uniquement comme un facteur d'échelle, il
est remplacé par une constante k a déterminer. Finalement, la transformation pour passer du
plan des p au plan des z se met sous laforme suivante :

:kz-l

P z+1

(49)

Cette transformation est connue sous le nom de transformée bilinéaire. Les filtres
analogique et numérique auront le méme gain pour des fréquences f, et f,,. Ces fréquences sont
obtenues en remplagant dans (49) p par jw, et z par €’", on obtient :

k
fo= o tg(pf, / f.) (50)
La constante k est calculée de telle maniéere que filtres analogique et numérique aient le
méme gain pour une fréquence particuliére donnée f,,, comme le montre la Fig. 28.
En général, les fonctions de transfert des filtres analogiques sont données avec la
variable s= p/wg, ol w, est la pulsation caractéristique, par exemple la pulsation de coupure a
-3dB pour un filtre de type Butterworth. 1l suffit de modifier comme suit larelation (49) :

p:kz;l ®£:Lz;l ®S:KL1 ava:K:L (51)
z+1 Wy Wgz+l z+1 Wo

De laméme maniére larelation (50) devient :

f f
f, = %tg(pfn/fe) ® f—Z: 2:;0 tg(pf, / ) ® e Kig(pf, /f.)  (52)

a pente=1

Fig. 28 La constante k est calculée de fagon H(JW)=T (W)



Finalement laméhode serésume a:

f
A i Sf = — a
Laconstante K est calculée en faisant : fa—fp—fn dans p = Ktg(p fn/ fe)

0
s=K zl
z+1
H(s) H(2) y(n)= Z ........
transformée en s transformée en z relation de récurrence

b) Exemple de calcul dun filtre par utilisation de la transformée bilinéaire

Soit a construire un filtre numerique échantillonneé a la fréquence f=4kHz. La fonction
modéle est la réponse en fréquence d'un filtre passe-bas de type Butterworth du 2éme ordre
dont la fréquence de coupure a -3dB est égale a 500Hz. On désire que les filtres anal ogique et
numérique aient le méme gain a 500Hz.

Lafonction de transfert H(s) du filtre analogique sécrit :

_ 1 _
H(S)_SZ+S/Q+1 avec Q=1/+/2

Dans un filtre de Butterworth, la fréquence caractéristique f, est égale a la fréguence de
coupure a-3dB, donc f;=500Hz.

Lavaeur K delareation (52) sobtient de la maniére suivante :

f 500 ap5005
2 - K f/f — =Ktgc——= d'ou K =2.4142
f, talpfa/ o) © gop = Kidg o005 900

En remplacant s par K(z-1)/(z+1), on obtient :

Y(z) _ 0.0976z % +0.1952z 1 +0.0976

H(z) =
@ X(2) 0.3332°2-0.94287 1+1

Larelation de récurrence sécrit ;
y(n) = 0.0976x(n) +0.1952x(n- 1) +0.0976x(n- 2) +0.9428y(n- 1) - 0.333y(n- 2)

Le module et la phase de T,,(jw) sont tracés sur la Fig. 29. On remarque que pour f<<f,
T,(w) suit bien H(jw), on vérifie en particulier que I'atténuation est de 3dB a la fréguence de
500Hz. L'atténuation est infinie pour f=f/2, en accord avec les tracés de la Fig. 28.

La réponse impulsionnelle h(n) est par contre différente de la réponse impulsionnelle
h(t) du filtre de Butterworth ; h(t) =w,~/2 exp(- tw, /\/§)sin(tw0 /\/5). On remarque par

exemple que h(n=0) est différent de zéro aors que h(t=0)=0, voir les tracés de h(n) et h(t) sur
laFig. 30.

g) lafonction modéle est laréponse impulsionnelle : invariance impulsionnelle



Il sagit de fabriquer un filtre numérique dont la réponse impulsionnelle h(n) est obtenue
en échantillonnant la réponse impulsionnelle h(t) d'un filtre analogique connu. Soit un filtre
analogique de fonction de transfert H(p) et de réponse impulsionnelle h(t) telle que :

H(p) = transformée de L aplace de h(t)

Soient p, les poles de la fonction de transfert H(p), la décomposition en ééments
simples de H(p) conduit a:

H(p) = & P (53)
k:l(p- pk)

En utilisant la transformée de Laplace inverse, on obtient pour h(t) :

ht) =§} A exp(p,t)

Les échantillons h(n) de la réponse impulsionnelle du filtre numérique sont construits
par échantillonnage de h(t) aux instants nT, ou T, est la période d'échantillonnage, on obtient
ans :

h(n) =§} A exp(p,nT,)

La transformée en Z du filtre numérique est égale a la transformée en Z de la réponse
impulsionnelle d'ou :

s o o) s aad 0 ¢ a8 o)
H@ =8 ¢ga Aep(pnT.)z" =8 ¢d Aexp(pnT.)z "= 8 ¢a Az" ep(p,nT,):
n=0 “¥k=1 7] n=0 “¥k=1 7] k=1%n=0 7]

¥
On démontre facilement que :é Az" exp( pknTe) = A
n=0 (1- z'lexp(kae)
sagit de la somme d'une progression géométrique de raison zlexp(pTe). H(z) se met donc
sous laforme suivante :

),eneffet il

_2 A
(@ = kaz.l (1- z? exp( kae))

(54)

A partir de H(z) il est facile de construire la relation de récurrence.

remarque n°1 : Les pdles de H(z) sont donnés par :

z = exp(pcTe)



Lapartie réelle des p, est négative car le systéme analogique est stable. |1 sensuit quele
module des poles [exp(pyTe)| est inférieur & I'unité, en conclusion le systéme numérique est
donc stable car le lieu du module des poles et al'intérieur du cercle unité.

remargue n°2 : Pour w® 0, lafonction de transfert isochrone T,,(jw) est donnée par :

. — o Ak
Tn(JW)|W®0 B ka:'l (]_- exp( kae))

Cette valeur est a comparer a H(jw), la réponse en fréquence du filtre ana ogique, pour
W® 0. D'apreslarelation (53) :

. _doa
H(JW)|W®0 - a -
k=1" pk

On constate donc que T,(jw=0) * H(jw=0). S on veut obtenir T,(jw=0) = HGjw=0), il
suffit de transformer lafonction de transfert H(z) de la maniére suivante :

N

a -

1

3 A
-, [ & A

: g i 21 (1- z* exp| kae))
1 (1- ex ( T))

L k=1 P\P Ie b

=

|

|
H) ® |
|

o

S la fréquence d'échantillonnage est élevée aors T, est petit et exp(p T)»1+p, Te, il
sensuit que le terme correctif entre crochets est voisin de T,

€) Exemple de calcul d'un filtre par utilisation de I'invariance impulsionnelle
Soit a construire un filtre numerique échantillonneé a la fréquence f=4kHz. La fonction
modéle est |a réponse impulsionnelle d'un filtre passe-bas de type Butterworth du 2éme ordre
dont lafréquence de coupure a -3dB est égale a 500Hz.

w2
0 - avec Q=1/+2

Lafonction de transfert H(p) de cefiltre sécrit : H(p) = —
p” +pwo/Q+wp

La décomposition en é éments simples se met sous laforme::

A A
H(p)=——1-+—2
P-PL PP

W . W . . .
avec p1=Tg(-1+J) et prg(- 1-j) puis Ap=-A,=-jwy/+2

Laréponse impulsionnelle du filtre h(t) du filtre sécrit :



h(t) = A1exp(tpy) + A ,exp(tpy)

Laréponse impulsionnelle h(n) du filtre numérique sécrit donc :

h(n) =A 1exp(nTep1) +A2exp(nTep2)
On en déduit, d'apres larelation (54), lafonction de transfert H(z) :

AL LA
1- z'lexp(plTe)) (1- Z'leXp(pzTe))

H(2) :(

En remplacant A;, A,, p; €t p, par leurs valeurs littérales, on obtient finalement pour
expression de H(z) :

Z'w,~2 sin(wOTe /\/5) exp(- W, T, /+/2)
1- z'12cos(w0Te / \/5) exp(- W, T, /v/2) + 22 exp(- w, T, /~/2)

H(2) =

Enfaisant dansH(z), w = p500rds et Te= (1/4000)s, on obtient :

1343.47° 1
H(2) = 1 2
1 - 0.9752°1+0.3292

d'ou larelation de récurrence suivante :

y(n) =1343.4x(n-1) +0.975y(n- 1) - 0.329y(n- 2)
Le module et la phase de T,,(jw) sont tracés ala Fig. 31. La réponse impulsionnelle est
tracée alaFig. 32, on vérifie bien que h(n)=h(t=nTy).

Il - 4 - Synthése desfiltres RIF

Le calcul des coefficients des filtres FIR repose sur I'utilisation de la transformée de
Fourier numérique et des fenétres spectrales (rectangulaire, Hamming, Hanning, ....).

Une suite d'échantillon h(n) séparés de T.=1/F, admet pour transformée de Fourier
numerique H(f) :

n(? ¥ )
H(f)= & h(n)e 2P (55)
n® - ¥

La transformée de Fourier numérique H(f) est périodique : H(f +gF,) = H(f) avec q
égal aun entier. Pour O<f<F,, le module de H(f) est symétrique par rapport a F/2, c'est adire
que : [H(f)| =|H(F, - )| pour 0<f<F,/2 . La transformée de Fourier numérique est identique &
lafonction de transfert isochrone T,(jw).



Latransformée de Fourier inverse de H(f) permet de recupérer les échantillons h(n), on
montre que (pour le vérifier il suffit de remplacer H(f) de larelation (55) dans larelation (56)) :

Fe/2

h(n)=T.Q

- H(f)e!®M df (56)

A partir de ces considérations, essayons de rédiser un filtre FIR passe-bas ayant une
fréguence de coupure F, comme |le montre la Fig. 33 ci-dessous.

H(f)

| |
'Fe/2 -FC FC Fe/2

Fig. 33 Transformée de Fourier numérique d'un filtre passe-bas idéal

D'apres la relation (56), les échantillons h(n) de la réponse impulsionnelle du filtre
sont obtenus en calculant :

S n(2pFCnTe)
pn

F./2

h(n)=T,Q,_ &> df =

(57)

Deux problemes apparaissent immédiatement :
1- lasuite des échantillons est infinie, h(n) existe qgs. soit n
2- h(n) est non causal, donc impossible de réaliser le filtre en temps réel, h(n)t 0
pour n<0
On remédie au premier probléme en tronquant la suite des échantillons h(n), les
échantillons hy(n) retenus sont les échantillons pondérés par une fenétre temporelle y(n)
comprenant seulement N échantillons, voir la Fig. 34. Dans le domaine des fréguences, la
nouvelle transformée de Fourier numérique des échantillons hy(n) est égale au produit de
convolution de H(f) par Y (f) : latransformée de Fourier numérique des échantillons y(n).

h.(n) =h(n)y(n) ® Hl(f)=H(f)AY(f)

L e produit de convolution H(f)A Y (f) a pour conséguence :
- latransition entre bande passante et bande d'arrét est moins abrupte que pour H(f),
cette transition, voir laFig. 35 ci-dessous, est appelée transition de Gibbs.
- I'apparition d'ondul ations dans |es bandes passante et d'arrét



h(n)

y(n)

HHHHHH N=25

-12 12 n

h, (M=h(n)y(n)

-12||||I |||||12 n

Fig. 34 Pondération des échantillons h(n) par une fenétre rectangulaire y(n)

En pratique, on dispose de différentes fenétres de pondération : rectangulaire,
Hamming, Hanning, Kaiser, Blackman, ... . Une fenétre spectrale est caractérisée dans le
domaine fréquentiel par :

- lalargeur du lobe principale qui définit lalargeur de latransition de Gibbs

- les lobes secondaires qui conduisent aux ondulations dans les bandes passante et
d'arrét.

On ne peut évidemment comparer que des fenétres ayant le méme nombre
d'échantillons N. La fenétre rectangulaire est celle qui assure la transition de Gibbs la plus
étroite, par contre les ondulations dans les bandes passante et d'arrét sont importantes. La
fenétre de Hamming assure quant a elle des ondulations moindres, par contre la largeur de la
transition de Gibbs est plus importante, etc ... .



H(f)

ondulations dans la bande passante Hi(M=HMo Y

\' transition de Gibbs

pensitonde Git

ondulations dans la
bande d'arrét

Fig. 35 Transformeées de Fourier numériques avant et apres fenétrage

Pour remédier au deuxieme point mentionné ci-dessus, c'est a dire la non causalité du
filtre, on procéde & une trandation des échantillons hy(n) de maniére & rendre le filtre causal
donc réalisable en temps rédl. La nouvelle suite d'échantillons h,(n) se déduit de hy(n) par la
relation suivante :

h2(n):h1(n-NT_1) : =0, 1, .....N-2, N-1 (59)
h, (n)
‘ ‘ N=25
[ |||“||| ) | n
-12'|||' '|||'12 4
h,,(n)

translation de N;l

période Te 2

||| " | /n

Fig. 36 Les échantillons hy(n) sont obtenus a partir des échantillons hq(n) par translation

Déterminons maintenant la nouvelle transformée de Fourier numérique des échantillons
hy(n). Pour I'obtenir, on démontre ci-dessous deux théorémes trés généraux :

théoréme n° 1 : Transformée de Fourier numérique d'une suite d'échantillons
trandatés dans le domaine tempor el



Soit une suite d'échantillons x(k) ayant pour transformée de Fourier numérique X(f),

k® ¥ - j2pfkT
avec X(f)= &  x(ke 1TP<le
k® -¥
translatés de M période T, ? Les échantillons trandatés y(k) sécrivent :

. Quélle est la transformée de Fourier des échantillons

y(K) =x(k- M) (59)

et leur transformée de Fourier numérique :

k® ¥ . k® ¥ .
Y(f)= 3 y(k)e 12PKTe = 3 x(k- M)e" 12PHT. (60)
k® - ¥ k® - ¥

En effectuant e changement de variable, k-M=u, on obtient :

Y(f) = ug¥x(u)e_ 2pt(UrM)T, — o j2PfMT, ug¥x(u)e' j2pfuT, — o j2prTeX(f) (61)
u® - ¥ u® - ¥

Comme on pouvait Sy attendre, le module de la transformée de Fourier n'est pas
modifié, seule laphase est changée: j y (f) = x (f)- 2pfMT,.

théoréme n° 2 : Transformée de Fourier numérique d'une suite d'échantillons x(n)
vérifiant la propriété de symétrie x(n)=x(-n)
Nous montrons que s une suite d'échantillons x(n) vérifie la propriété de symétrie
x(n)=x(-n), aors la transformée de Fourier numérique X(f) des échantillons x(n) est purement
réelle.

n® ¥ . n=-1 . n® ¥ .
X(f) = % x(n)e 12PMTe = 3 x(n)e 12PMTe + x(0) + % x(n)e" 12pMTe (62)
n® - ¥ n® - ¥ n=1

utilisons la propriété de symétrie : x(n) =x(- n) et effectuons le changement de variable
n=-1

n=-udans Q (...),il vient:
n® - ¥

N

=1 . ¥ . ¥ . .
X(1) = B x(- 0T 1 x(0)+ 8 X(me P =x(0)+ R x(n)(e T + Iy
u® ¥ n=1 n=1

X(f) =x(0) + 2ng¥x(n) coy(2pfnTy) (63)

n=1

La transformée de Fourier numérique X(f) est réelle, en conclusion le théoreme
sénonce aing : la transformée de Fourier numérique d'une suite d'échantillons x(n) vérifiant la
propriété de symétrie x(n)=x(-n) est purement réelle.



Appliquons ces deux théoremes au cas du filtre FIR éudié précédemment. Les
échantillons hy(n) obtenus par fenétrage vérifient la propriété de symétrie hy(n)=hy(-n), il
sensuit que H4(f) est a phase nulle, d'aprés e théoréme n°2.

Les échantillons h,(n) obtenus par trandation de (N-1)/2 période d'horloge des
échantillons h;(n) ont une transformée de Fourier numérique dont la phase est égae a :

- 2pf (NT'l)Te, d'apres le théoreme n°1. Le retard de groupe (groupe delay) t = ‘%‘ est donc
W

. N-1
une constante : il vaut (T)Te.

T

i Fel2
i ‘ .

phase linéaire

Fig. 37 La phase de la transformée de Fourier numérique
des échantillons hx(n) est linéaire

En résumé:
type defiltre IR FIR
méthode de calcul fonctions modéles fenétrage, ...
des coefficients ex : transformée bilinéaire (rectangulaire, Hamming ...)

avantages * peu de coefficients * phaselinéaire

® rapidité de calcul ® pas de déformation

® peu d'espace mémoire des signaux

* toujours stable

inconvénients * phase non linéaire * nbre de coefficients élevé

* risque d'instabilité ® tempsde cacul long
® espace mémoire important

A titre dexemple les Fig. 38, 39 et 40 montrent les modules, phases et réponses
impulsionnelles de trois filtres RIF obtenus avec respectivement une fenétre rectangulaire, de
Hanning et  de Hamming, le nombre d'échantillons est limité a 21 seulement. On note que la
largeur de la transition est plus faible dans le cas de la fenétre rectangulaire, par contre
['amplitude des oscillations est plus importante.



La Fig. 41 permet de comparer trois filtres RIF avec 256 échantillons. La comparaison
avec les Fig. 38, 39 et 40 montre que plus le nombre d'échantillons est élevé plus la transition
est abrupte et plus on se rapproche du filtre idéal.



I11-5- Implémentation des filtres RI| et RIF les processeurs de traitement de signaux

Les filtres numériques sont particulierement utilisés dans le traitement du son et des
images, la reconnaissance de forme, l'analyse spectrale, ... etc. Parmi leurs principaux
avantages on distingue :

- une grande fiabilité
- une absence de dérive
- une grande facilité pour modifier les coefficients des filtres

Les DSP (Digital Signa Processor) sont des processeurs spécialement dédiés aux
traitements numériques des signaux ; le filtrage numérique est un cas particulier de traitement.
La conception de filtres numériques a partir de DSP pose les problémes suivants :

a) approximation : consiste a générer une fonction de transfert qui satisfait un
ensemble de conditions spécifiques dans le domaine fréquentiel ou (et) temporel, c'est la partie
de cours traitée précédemment.

b) rédlisation : plusieurs types de structures sont envisageables pour réaiser la
fonction de transfert (direct form, cascade, paralléle, ...)

NB : Approximation et réalisation supposent une précision infinie.

g implémentation : elle tient compte de l'architecture (hardware) et des
instructions disponibles (software) du processeur

k) erreurs arithmétiques : les nombres sont codés sur un nombre fini de bits, il
Sensuit automatiquement des erreurs arithmétiques et d'éventuel s dépassements (over flow).

Dans cette partie, on suppose traité le probleme de |'approximation, on dispose
donc des coefficients de la transformée H(z) du filtre, celle-ci se met sous laforme classique :

a bz
H(z):Y(Z) =_k=0 =Transf. enz de[h(n)] (64)
X(2) 1- gakz"‘
k=1

ou Y (2) et X(2) sont les transformées en z des suites d'échantillons y(n) et x(n) présentent a
I'entrée et ala sortie du filtre numérique, h(n) est la réponse impulsionnelle du filtre.
Larelation de récurrence sécrit alors :

\ ¥
y(n)=a ay(n- k)+q byx(n- k) (65)
k=1 k=0
Dansle cas desfiltres RIF les coefficients g, sont nuls.

[11-5-1- Implémentation d'un filtre RIF dans un DSP
Pour ce type defiltre, y(n) est donc donné par :

y(n) :gl. byx(n- k) (66)
k=0



Les coefficients b, de larelation (66) sont identiques aux ééments h(k) de la réponse
impulsionnelle, en effet latransformée en z de larelation (64) sécrit :

Yo _ ¥ __¥ K
H(2) —m = kaz'obkz = I(az.oh(k)z (67)

L'équation (67) peut étre représentée par la structure de la Fig. 42. Les branches avec
I'étiquette z'1 correspondent a un retard d'une période d'horloge.

z-1 x(n-1) z-1 x(n-2) z-1 x(n-M)

x(rv1)

h(0) h(1) h(2) h(M-1) Y h(M)
y(n)

Fig. 42 Structure directe (Direct-form) d'un filtre FIR

Les coefficients h(0), h(1), ... h(M) doivent étre stockés en mémoire, ains que les
valeurs x(n), x(n-1), x(n-2), ... x(M), soit un total de 2(M+1) valeurs.

L'implémentation des filtres RIF est facilitée par le mode d'adressage dit "circular
addressing” des DSP.

[11-5-2- Implémentation d'un filtre RII
Trois méthodes sont généralement utilisées pour implémenter un filtre IIR dans un
processeur :
- directe (direct form)
- en cascade (cascade form)
- en paraléle (parallel form)

Nous discutons ci-dessous les deux premiéeres méthodes, |a méthode cascade étant de
loin la plus utilisée.

1) Méthode d'implémentation directe
L' équation (65) peut étre représentée par la structure en réseau de la Fig. 43, pour
smplifier il a éé supposé que N=M, la structure ainsi représentée est appelée : forme directe |
(direct-form 1). Les branches associées & z ! correspondent & un retard d'une période
d'horloge.



xn) @ i o y(n

z-1 z-1

x(n-1) y(n-1)
z-1 z-1

x(n-2) y(n-2)

X(n-N+1) y(n-N+1)

z-1 2-1

x(n-N) y(n-N)

Fig. 43 Forme directe |

Pour réaliser un filtre d'ordre N, il est nécessaire de stocker les (N+1) valeurs x(n),
X(n-1), ... X(n-N), les (N+1) coefficients by, by, by, ... by, les N vaeurs y(n-1), y(n-2), ... y(n-
N) et les N coefficients ay, a, ... ay, soit un total de (4N+2) valeurs. Il est possible de réduire
la taille mémoire en adoptant la structure de la Fig. 44. Cette structure est appelée : forme Il
(direct-form 11). Elle présente un plus petit nombre de branches avec |'opérateur z1.

X(n) @ ® vy(n

d(n-N)

d(n), d(n-1), ... d(n-N) : delay nodes

Fig. 44 Formedirecte Il

D'apréslaFig. 44, on obtient :
y(n) = bgd(n) + bd(n- 1) + byd(n- 2) + byd(n- 3) +b,d(n- 4)...+byd(n- N)

d(n) = x(n) +ad(n- 1) +a,d(n- 2) +axd(n- 3) +a,d(n- 4)+...+ayd(n- N) (68)



Il est facile de montrer que les deux équations (68) sont bien équivaentes a I'équation
(65).

Pour réaliser un filtre d'ordre N avec la structure directe I1, il est nécessaire de stocker
les (N+1) valeurs d(n), d(n-1), d(n-2), ... d(n-N), les (N+1) coefficients by, by, b,, ... by €t les
N coefficients &, &, ... ay, Soit un total de (3N+2) valeurs seulement.

LaFig. 45 représente la structure dans le cas particulier d'un filtre d'ordre deux (N=2).
Les équations aux différences de cette structure sécrivent :

y(n) = bpd(n) +byd(n-1) + b,d(n-2)

d(n) = x(n) +a,d(n-1) +a,d(n-2) (69)

b,

d(n), d(n-1) et d(n-2) : delay nodes

Fig. 45 Forme directe I d'un filtre IR d'ordre deux

2) Méthode d'implémentation en cascade
L'implémentation d'une structure en cascade est une extension des résultats de
I'implémentation d'un structure directe |1.
La méthode consiste a décomposer la transformée en Z de I'éguation (64) en produit
de transformées du deuxieme ordre (biquad).

M ka k
Y(z _ N2y 4Dy 27 L+ by z 2
1- a akz-k k=1 +1- QqZ " - agkZ
k=1

Les coefficients by, by, Doy, a1, @y, ... peuvent étre obtenus au moyen de la boite
a outils "Sgnal Processing Toolbox" de Matlab. Une procédure typique d'obtention des
coefficients d'un filtre de Butterworth a partir d'un gabarit donné fait appel atrois fonctions de
Matlab :



atténuation

0dB
R, (dB)

-Rg(dB)

fréquence

Fig. 46 Exemple de gabarit d'un filtre pase-bas

a) recherche de l'ordre : [nWn]=buttord(Wp,WsRp,Rs), Wp=fp/(F/2) et
Ws=fs/(FJ/2) ou F, est la fréquence d'échantillonnage, [n,Wn] renvoie I'ordre et la fréquence
caractéristique, c'est lafréquence de coupure a -3dB.

b) détermination des coefficients sous forme de variables d'é&at : [A,B,C,D]=
butter(n,Wn) ; [A,B,C,D] renvoie les coefficients du filtre sous forme de variables d'état

c) détermination des coefficients des biquads : sos=ss2sos(A,B,C,D) ; sos est un

tableau qui contient les coefficients by, by, Doy, a1k, Aoy .-

La Fig. 47 montre la structure d'un filtre d'ordre 4. Dans cette structure chague filtre
d'ordre deux est implémenté en utilisant laforme directe Il décrite précédemment.

X(r) A by, Y A b, y)
4

Z-l

ap bip

L z-1 N

a2 b 22

Fig. 47 Structure en cascade d'un filtre d'ordre 4

Dans le cas dun filtre d'ordre N, les équations aux différences pour le i®me biquad
Sécrivent aors:



di(n) =y;a1(n) +ayd;i(n-1) +ayd;(n-2) 71)
yi(n) =bgid; (n) +byd;(n-1) +byd;(n-2)
ou:i=1,2, .. N/2
yi.1(n) est I'entrée de la section i
d(n) est lavaleur aun noaud de lasection i
y;(n) est lasortie de la section i
Yo(n=x(n) est I'échantillon d'entrée
Yni2=Y(n) est lasortie du filtre

[11-5-3- Performances des filtres

Les filtres numériques sont généralement congus avec I'hypothése quils seront
implémentés dans des dispositifs de précision infinie. Tous les processeurs ont cependant une
précision finie, en conséguence il est donc nécessaire d'approximer les coefficients obtenus par
calcul. Cette approximation introduit une erreur de quantification des coefficients (coefficient
quantization error). En conséquence, la caractéristique fréquence-tension du filtre réalisé est
quelque peu différente de celle du filtre idéal. La quantification des coefficients peut conduire a
un filtre instable, c'est particuliérement vrai dans le cas des filtres | IR passe-bande ou les pdles
sont trés prés du cercle de rayon unité dans le plan des z. Une quantification des coefficients
peut entrainer un déplacement des pdles a I'extérieur du cercle unité et par conséquent une
instabilité. Dans le cas d'un passe-bande les pbles sont d'autant plus prés du cercle unité que la
largeur de bande est faible.

plan des z plan des z

i
N

position des poles avant quantification  position des poles aprés quantification

Fig. 48 Le déplacement des pbles al'extérieur du cercle unité entraine I'instabilité
du filtre : cas d'un passe-bande d'ordre quatre.

Les effets de la quantification des coefficients sont fortement dépendant de la
structure utilisée pour l'implémentation du filtre dans le processeur. Pour un filtre IIR, la
structure cascade implémente chague paire de pdles complexes conjugés indépendamment |'une
de l'autre. Ceci n'est pas vrai dans le cas de la structure directe, il Sensuit que la structure
cascade est généralement utilisée pour I'implémentation des filtres RII.



1) processeur avirgule fixe et processeur a virgule flottante

Deux types de processeurs sont disponibles ; les processeurs a virgule fixe et avirgule
flottante. Prenons par exemple le cas d'un processeur 32 hits (ex : TMS320C31 de Texas
Instruments) pouvant travailler soit en virgule fixe soit encore en virgule flottante. Sil est
utilise en virgule fixe, les nombres sont écrits en complément a deux. Pour entrer les
coefficients décimaux a, ou by on utilise un format QM, par exemple Q17. Ce format est
obtenu en multipliant le coefficient par 217 et en ne conservant que la partie entiére, voir
I'exemple ci-dessous :

exemple : soit le coefficient a, = 2.000001 atransformer en Q17
2.000001 x 217 = 262 144.1311, partie entiere = 262 144 soit 218 ou encore 40000 en
hexadécimal (le coefficient est tronqué)

En complément & deux ce nombre sécrit :

position de lavirgule

he
231 217 20
0 1/0/0 0000

Fig. 49 Ecriture au format Q17 de 2.000001

Dans ce format, la position de la virgule est donc au niveau du poids 217. Au cours
des calculs ce coefficient est multiplié par d(n-k), supposons qu'a une éape du calcul d(n-k) =
24575 (5FFF en hexa.).

NB : Bien que I'entrée x(n) soit codée sur 14 bits (CNA bipolaire de 14 bits), il est
possible que d(n) et donc d(n-k) deviennent supérieurs a x(n), (x(n) max. est égal a 213-1 =
8191). Ceci est particulierement vrai dans les filtres passe-bande, le rapport d(n)/x(n) est
d'autant plus grand que la bande passante est étroite.

Lamultiplication en virgule fixe avec le TM S320C31 suppose des entiers signés codés
sur 24 bits, le résultat est supposé étre sur 48 hits, en fait seuls les 32 bits de poids faibles sont
disponibles dans le registre de sortie du multiplieur. Avec I'exemple choig, le bit de poids fort
est perdu, le résultat a,d(n-k) est ensuite transféré vers un registre 32 bits, pour tenir compte
de la position de la virgule, les 15 bits de poids forts du registre du multiplieur sont transférés
vers un registre de 32 bits, comme le montre la Fig. 50 ci-dessous.



position de lavirgule

Y
231 217 20
0 10/0 0| 0l0|0
0 0/1/0/1
24 bits
32 bits
1/0/1 1/0
D
bit perdu trm
15 hits
001 10

registre 32 hits
ak

registre 32 hits
d(n-k)

registre de sortie
du multiplieur

registre 32 hits
a, d(n-k)

Fig. 50 Multiplication de ajd(n-k) et transfert dans un registre

On peut bien sir minimiser I'erreur en choisissant un format QM plus faible, mais dans

ce cas on perd en précision.

Dans le cas ou les échantillons présentent une grande dynamique, il est préférable de
travailler en virgule flottante (les processeurs a virgule flottante coltent plus chers que les
processeurs a virgule fixe). En généra, on utilise le standard |EEE. En ssimple précision par
exemple, le nombre est codé sur 32 bits ; un bit de signe, 8 bits d'exposant non signés et 23 bits

pour la partie décimale.

1bit  8hits

23 bits

S e

f

bit de signe exposant

partie décimale

Fig. 51 Standard |EEE en simple précision

Lavaleur du nombre est déterminé comme suit : (- 1)S 1.f 28127,

Le format utilisé par T.. est différent du standard IEEE, I'exposant est en
complément a deux et la place du bit de signe est différente comme le montre la Fig. 52. Pour
les calculs internes, aucun format spécifique n'est en fait requis. La norme est seulement

intéressante pour échanger des données entre divers supports.




8 bits 1 bit 23 bits

e S f

exposant bit de signe partie décimale

Fig. 52 Format utilisé par Tl en simple précision

Lavaleur du nombre est déterminé comme suit : {(- 2)°+(. f )} 2°.

Leformat IEEE et celui utilisé par T.l. conduisent a une dynamique de 2128 (3.4 1038)
a2-128 gvec une résolution de 24 hits.

Références :

1- Al Lovrich and Ray Simar, Jr., Implementation of FIR/IIR Filters with the
TMS32010/TMS32020 in Digita Signal Processing Applications with the TMS320 Family,
Theory, Algorithms and Implementations, Volume 1, Texas Instruments,1989.



annexe |

L es outils de traitement des signaux numerigues

Un systéme numeérique (ex : y(n)=[x(n)+x(n-1)]/2 avec x(n) et y(n) les échantillons a
I'entrée et ala sortie du systeme numérique) est caractérisé par : sa réponse impulsionnelle, sa
transformée en Z et sa transformée de Fourier numérique. Les transformées en Z et de Fourier
numerique sont les équivaents de la transformée de Laplace et de la transformée de Fourier
des signaux analogiques. Un systéme numérique peut étre réalisé soit sous forme "hard" (filtre
a capacités commutées) soit sous forme "soft" (algorithme de calcul).

|- Réponse impulsionnelle d'un systéme numérique et transformée en Z

|-1- Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle d'un systéme numérique est la suite des échantillons h(nT,),
par la suite on notera plus simplement h(n), obtenus lorsque I'excitation est une smple
impulsion d'amplitude égale al'unité et appliquée at=0, on note cette impulsion d(n).

1y d(n) h(n)
L N gyseme /7 /~>n

0 7| numérique -1012

Fig. 1 réponse impulsionnelle d'un systéme numérique

Comme pour les systemes anal ogiques, on peut imaginer des systémes numériques dont
les échantillons h(n) sont différents de zéro pour n<0, ces systémes sont dits non causaux.

|-2- Produit de convolution

On se propose maintenant d'écrire les échantillons y(n) en sortie dun systéme
numérique sachant que l'entrée est une suite d'échantillons x(n), on suppose, comme en
analogique, que le systeme est linéair e et invariant tempor ellement.

A limpulsion x(0) appliquée en n=0, le systéme répond par la suite d'échantillons
x(0Q)h(n), ..., a I'impulsion x(k) appliquée en n=k le systeme répond la suite x(k)h(n-k), il
sensuit que |'échantillon y(n) sécrit :

y(n) =... +x(-Dh(n+1) +x(0)h(n) +x(Dh(n-1) + .... + x(K)h(n-K)+ ...

ouencore:  y(n)= k%jéx(k)h(n- k):k§¥x(n- K)h(k) (1)

k® - ¥ k® - ¥



en faisant le changement de variable (n-k)=u puis u=k.
On note y(n)=x(n)A h(n), le symbole A représente le produit de convolution.

x(n)
x(0)) x(1)
*//—L<I—I7//7
-1 0 1 2
| h(n+1)
. I | /réponseél'impulsionx(-l)
h(n) i o _
réponse al'impulsion x(0)
I |
h(n-1) ) o _
réponse a l'impulsion x(1)
|
h(n-2) réponse al'impulsion x(2)
y(n)
Y(2)= ... #X(-1)h(2+1)+x(0)h(2)+x(1)h(2-1)+x(2)h(2-2)+...
IRERERE
2

Fig. 2 L 'échantillon y(n) est obtenu par la somme des échantillons x(k)h(n-k) pour k adlant de-3¢ a 3

|-3- Transforméeen Z

Comme dans le cas des sytemes anal ogiques, on cherche une transformée analogue a la
transformée de Laplace susceptible de remplacer le produit de convolution par un produit
simple. Cette transformée porte le nom de transformée en Z unilatérale, sa définition est la
suivante :

¥
Transf. en Z des échantillonsy(n) =Y (2) = é y(n)z'" (2

n=0

Pour des raisons de convergence, la somme est calculée pour n alant de zéro al'infini.
La transformée unilatérale ne permet de traiter que le cas des systémes causaux, c'est a dire
ceux dont h(n)=0, pour n<O.

Exemples de transformées:
1 e exemple : y(n)=d(n) ; impulsion unité

Y(2)=1z°+0+...=1 (3



2eme exemple : y(n)=U(n) ; échelon, y(n)=0 si n<0, y(n)=1 pour n=0, 1, 2, &c ...

Y(2)=1+z'+z%+23+.....
Il sagit d'une progression géométrique de raison z'1, dont la somme sécrit :

Y@= @

3eme exemple : y(n)=U(n)a", on remarque que cette suite d'échantillons
correspond a I'échantillonnage de la fonction U(t)et. En effet, pour un échantillonnage a la
fréguence F=1/T,, les valeurs des échantillons sécrivent :
y(nT,) =y(n) =U(nT,)e ™" =U(n)a" avec a=¢e™"

Y(z) =1l+az ' +a’z? +a’z %+

Il sagit encore d'un progression géométrique de raison az-1, dont la somme sécrit :

Y@= ©

Théoreme du retard : Si la suite d'échantillons y(n) a pour transformée Y(2), dors la
suite d'échantillons retardés y(n-k) a pour transformée Y'(2)=z%Y (2) :

¥

¥ ¥ ¥
Y' (=8 yn-kz"= aywz* =z yuz'=z*q y(uz"
n=0 u=-k u=-k u=0

(6)
=z*Y(z) cary(u)=0pour u<0

L'équivaent analogique est : s H(p) est la transformée de h(t), aors la transformée de
h(t-t) est égale a: ePtH(p).
L'introduction de la transformée en Z permet, comme nous allons le montrer

maintenant, de transformer le produit de convolution (1) en un produit smple, prenons donc la
transformée en Z de la suite d'échantillons y(n) en sortie du systéme, il vient :

¥ ¥
o

Y(2) = aeax(k)h(n 0" =& & x(oh(n- Kz

n=0 €=0 u n=0 €=0

x(K)h(n - K)z" u

CE C
g Do

D
PR

=0

¥ el LU e gl & L6 v
=a x(k)gd h(n- Kz "g=a x(k)ga h(uz “*g=a x(k)z *ga h(uz " u
k=0 €n=0 U k=0 Qi=-k U k=0 Qi=-k



(D\
0

®

¥ AN
u

3 x(K)z " ead h(u)z'j =X(2)H(2) car h(u)=0 pour u<0 pour un systéme

k= u

=0

o

0
causal. On obtient donc le résultat important :
Y(2=X(9H(2) (7)

avec X(2) et H(z) les transformées en Z des échantillons d'entrée x(n) et de la réponse
impulsionnelle h(n). Cette relation est en tout point analogue a celle obtenue pour les signaux
analogiques Y (p)=X (p)H(p).

I1- Réponse harmonique d'un systéme numérique : fonction de transfert isochrone

On sintéresse au cas ou les échantillons x(n) a I'entrée du systéme sont du type :
x(n) =Ae"™. On suppose que ces échantillons sont appliqués depuis t® - ¥, en
conséguence le régime stationnaire est atteint. Les échantillons y(n) en sortie sont donnés par
le produit de convolution (1), ils Sécrivent :

k@ ¥ k@ ¥ ko¥ k¥
y(n) = & x(K)h(n- k)= & x(n- K)h(k)= § A ™ Th(k) =Ae"™ & & ™Th(k)
k® - ¥ k® - ¥ k® - ¥ k® - ¥
=x(M) T, (jw)

La quantité complexe T,(jw) est appelée fonction de transfert isochrone, ele
renseigne sur le module et la phase des échantillons de sortie. Dans le cas d'un systeme causal,
on obtient :

¥
y(n) =x(nT,(jw) avec T,(jw) =@ h(k)e ™™ = H(2)| _yn. )
k=0
La fonction de transfert isochrone T,(jw) est donc obtenue en faisant z= e dans
H(z). Lafonction de transfert isochrone T,,(jw) est la transformée de Fourier numérique de la
réponse impulsionnelle (voir Vol. 4).
L'équivalent analogique de T,(jw) est H(jw) (ou encore H(f) : transformée de Fourier
de la réponse impulsionnelle), la réponse en fréguence d'un systéme analogique. On rappelle
gue H(jw) est obtenue en faisant p=jw dans H(p).

I1-1- Propriétés de la fonction de transfert isochrone d'un systéme numérique
La fonction de transfert isochrone T, (jw) présente certaines particularités que nous
étudions maintenant.
a) Elle est périodique dans I'espace des fréguences, de période F,, : la fréquence
d'échantillonnage. Pour vérifier ceci, il suffit de montrer que T,(W)=T,(j(w+Kw,)) avec K un
entier quelconque et w=2pF,.

g ¥
Tn ( J (W + KWe)) = é, h(n)e- JwKwe)nTe — é h(n)e' jWHTee' iKn2p
n=0 n=0



¥ . .
=g h(ne M =T (jw) car elK"?P =1
n=0

b) Les parties réelle et imaginaire de T,(jw) sont respectivement paire et
impaire, en effet :

¥
Partie réelle deT,(jw) = é h(n)cos(nwT,) ; coS(NwT,) est une fonction paire en w
n=0

¥
Partie imaginaire deT,(jw) = - é h(n)sin(nwTg) ; sn(nwTg) est une fonction impaire en w
n=0

I1-2- Exemples

Nous traitons ci-dessous deux cas de systémes numeriques (filtres numériques), qui
illustrent les résultats précédents. La synthése des filtres numériques, c'est a dire la recherche
de la réponse impulsionnelle h(n) telle que la fonction de transfert isochrone T,(jw) obéisse a
un certain gabarit, sera abordée apres avoir traiter les filtres analogiques. Dans cette partie, on
se donne la relation de récurrence entrée-sortie et on étudie le comportement de T,(jw) en
fonction de la fréquence, c'est la démarche inverse de la synthése desfiltres.

1€ cas : un filtre RIF (Réponse Impulsionnelle Finie)
Soit donc un filtre numérique dont la relation de récurrence sécrit :

_x(n)+x(n-1)

n 9
y(n) . (©)
Lafonction de transfert en Z de ce filtre est donnée par :
-1
H(z):Y(Z) _1+z (10)
X(2) 2

Saréponse impulsionnelle h(n) est constituée de deux échantillons non nuls, h(0)=1/2 et
h(1)=1/2. On dit, dans ce cas, quil sagit d'un filtre &réponse impulsionnelle finie (RIF).

h(n)
A\ d(n)
1 1/2 I
filtre o1

numérique

Fig. 3 Réponse impulsionnelle du filtre de relation y(n)=[x(n)+x(n+1)]/2

Lafonction de transfert T,,(jw) se met sous laforme:



. 1+e W
T (W=H(2)| _ T, = >

(11)

Les parties réelle et imaginaire, ains que le module sont tracés a la Fig. 4, on véifie bien les
symétries prévues précédemment, la fréquence d'échantillonnage F.=1Hz. Le filtre réalisé est
un filtre passe-bas.

2ieme cas : un filtre RII (Réponse Impulsionnelle Infinie)
Soit donc un filtre numérique dont la relation de récurre
nce sécrit :
x(n)+y(n-1
y(m = X000 (12)

Lafonction de transfert en Z de ce filtre est donnée par :

Y(z) _ 1
X(2) 2-z*

H(2) = (13)

Sa réponse impulsionnelle h(n) est constituée d'une infinité d'échantillons, en effet la
transformée inverse de H(z) donne les éléments h(n) suivants: :

() =5 o4 U (14)

Ce type de filtre est appelé filtre a réponse impulsionnelle infinie (RI1). On peut vérifier

¥ 1 ¥ rlxn
que H(z):é h(n)z'" :Eé‘ §~2§U(n)z'” est une progression géométrique de raison
n=0 n=0

a:E z1 On rapelle que la somme d'une progression géomeétrique de raison a est égae a

1/(1- a).
T
1
filtre zﬂ%# n

numérique 01

Fig. 5 Réponse impulsionnelle du filtre de relation y(n)=[x(n)+y(n-1)]/2

Lafonction de transfert T,,(jw) se met sous laforme:



. 1 1
T (W=H(2)|_ w1, = > e

1-
2

(15)

Les parties réelle et imaginaire, ains que le module sont tracés a la Fig. 6, on vérifie
bien les symétries prévues précédemment, la fréquence d'échantillonnage F.=1Hz. Le filtre
réalisé est encore un filtre passe-bas.



